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Â â å ä å í è å
Ñåãîäíÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âî 

ìíîãèõ îòðàñëÿõ ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, 
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ 
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ è öèëèíäðè÷åñêèå 
ôóíêöèè. Îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé êðàéíå 
ðàçíîîáðàçíû. Îíè îáåñïå÷èâàþò î÷åíü áûñòðóþ è êîð-
ðåêòíóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé öåëîãî ðÿäà ïðèêëàäíûõ 
çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò áûòü òàê èëè èíà÷å ñâåäåíû ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Èíòåðåñ ìàòåìàòèêîâ è èíæåíåðîâ ê 
ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì ìàòôèçèêè íå óãàñàåò.

Íåìíîãî èñòîðèè. Â 1732 ãîäó ìàòåìàòèê Äàíèèë 
Áåðíóëëè â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ âåðòèêàëüíî ïîäâåøåííîé 
òÿæåëîé ãèáêîé íèòè ïðèøåë ê óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó 
àìïëèòóäó êîëåáàíèé íèòè íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò 
òî÷êè ïîäâåñà:

Â 1764 ãîäó ìàòåìàòèê Ë. Ýéëåð âñòðåòèëñÿ ñ îáûê-
íîâåííûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà:

Â 1822 ãîäó ìàòåìàòèê Æ. Ôóðüå ðàññìîòðåë ïðîáëåìó 
ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â íàãðåòîì öèëèíäðå, êîòîðûé 
îõëàæäàåòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Æ. Ôóðüå ïîëó÷èë 
óðàâíåíèå òàêîãî æå âèäà, êàê è Ä. Áåðíóëëè, è îïèñàë åãî 
ðåøåíèå ñïîñîáîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ 
äàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü 
âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé — ñòåïåííûõ, 
ïîêàçàòåëüíûõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ èëè èõ êîìáèíàöèè. 

Ïîñëå òîãî, êàê â 1824 ãîäó ìàòåìàòèê Â. Áåññåëü íàè-
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðåë ýòè ðåøåíèÿ è âûäåëèë 
èõ â îòäåëüíûé êëàññ, âïîñëåäñòâèè îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå 
Áåññåëåâûõ (èëè öèëèíäðè÷åñêèõ) ôóíêöèé, à óðàâíåíèå 
ïîëó÷èëî íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

x y ’’+xy ’ +  x —  y  = 0

Êîíåö XIX è XX âåê îçíàìåíîâàëñÿ òåì, ÷òî ïðè 
ïîèñêå ðåøåíèé îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ïðèêëàäíîé 
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìàòåìàòèêè è 
èíæåíåðû ñòàëè èñïîëüçîâàòü î÷åíü áûñòðî ñõîäÿùèåñÿ 
ðÿäû ôóíêöèé Áåññåëÿ è öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë áûëè ñîñòàâëåíû 
òàáëèöû çíà÷åíèé Áåññåëåâûõ ôóíêöèé. Îñîáåííî àêòóàëüíî 
âîïðîñ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ âñòàë 
ïðè øèðîêîì èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé — 
äëÿ ðàñ÷åòà ïðèêëàäíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. È âñå âíèìàíèå 
ðàçðàáîò÷èêîâ áûëî ñîñðåäîòî÷åíî â ïåðâóþ î÷åðåäü íà 
ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ, à íå íà ðàçðàáîòêå îáùåé òåîðèè.

Â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè âî ìíîãèõ ïîïóëÿðíûõ 
òðóäàõ òèïè÷íîå èçëîæåíèå òåîðèè Áåññåëåâûõ ôóíêöèé 
ñâîäèëîñü ê ñëåäóþùåìó. Âíà÷àëå äàâàëèñü îáùèå ôîðìóëû, 
îïèñûâàþùèå íåêîòîðûå èíòåðåñíûå è óäîáíûå ôóíêöèè 
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, çàòåì íà èõ îñíîâàíèè âûâîäèëèñü 
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîñëå ÷åãî äîêàçûâàëîñü, ÷òî 
ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Òî 
åñòü èçëîæåíèå òåîðèè Áåññåëåâûõ ôóíêöèé øëî â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå — îò êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
ê èñõîäíîìó âèäó óðàâíåíèÿ. 

Íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä àâòîðó óäàëîñü ðàçðàáîòàòü 
метод рекуррентных отношений è ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå 
îòíîøåíèÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèé 
Áåññåëÿ, íå èñïîëüçóÿ íàïðÿìóþ èõ çíà÷åíèÿ, à èñõîäÿ 
исключительно из общего вида уравнения Бесселя. Íà 
ñåãîäíÿ ýòî самый простой и короткий способ ïîëó÷åíèÿ 
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé Áåññåëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ åãî 
ïîíèìàíèÿ äîñòàòî÷íû îáùèå çíàíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àâòîð çàíèìàëàñü èññëåäîâàíèÿìè îáûêíîâåííûõ ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è 
èõ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ — óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, øèðîêî 
èñïîëüçóåìîãî â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå:

y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)
ãäå l —  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ.
Èçó÷àëàñü âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ 

ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç äâóõ ëèíåéíî- 

—— + —— + w u(x)= 0d u 1 du
dxdx x2

2

—— + —— + 1- —— u(x)= 0d u 1 du
dxdx x2

2 p
x

2

2

2 2 2
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íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
(íàèáîëåå î÷åâèäíîãî) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Äàðáó. 

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü óäîáñòâî è êîððåêòíîñòü 
ïðåäëàãàåìîãî àïïàðàòà â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå l=0 íà 
êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, áûëî ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Áåññåëÿ. 
Îíî áûëî ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ïîñëå 
ýòîãî áûëà ïðèìåíåíà Ïåðâàÿ áàçîâàÿ òåîðåìà. Òàêèì 
îáðàçîì, óäàëîñü ïîëó÷èòü õîðîøî èçâåñòíûå ðåêóððåíòíûå 
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ, èñïîëüçóÿ òîëüêî îá-
ùèé âèä óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ) è îäíî 
òðèâèàëüíîå (ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå áîëåå ñëîæíîãî ñëó÷àÿ l=0 è ïðè-
ìåíåíèå ê íåìó îáîáùåííîé Âòîðîé áàçîâîé òåîðåìû 
ïîçâîëèëî íà îñíîâàíèè îáùåãî óðàâíåíèÿ ÿâíî âûïèñàòü 
ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ äðóãèõ ïîïóëÿðíûõ ñïå-
öèàëüíûõ ôóíêöèé — îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Îçíà-
êîìëåíèå ñ ýòèì ìåòîäîì êðàòêî èçëîæåíî â Çàêëþ÷åíèè 
è ïîäðîáíî âî 2 ÷àñòè èçäàíèÿ. 

×òîáû ïîíèìàíèå ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé 
äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé áûëî ÷åòêèì è íåçàâèñèìûì 
îò äðóãèõ èñòî÷íèêîâ, àâòîð ïðèâîäèò îòäåëüíûå ýëåìåíòû 
òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî 
ïîðÿäêà è êðàòêèé îáçîð Ãàììà-ôóíêöèé (ôóíêöèé Ýé-
ëåðà) ñ ãðàôèêàìè.

Äàííûé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ñïåöèàëüíûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ íåòðàäèöèîííûì, íî â ñèëó óäîáñòâà åãî 
ïðèìåíåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì äëÿ 
ñàìîãî øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ñâî-
äèìûõ ê îáûêíîâåííûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì 
óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà è â ÷àñòíîñòè ê óðàâíåíèþ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ èëè óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. 

Ïðèâîäèìûé àâòîðîì ìåòîä ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé 
î÷åíü óäîáåí äëÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîé àëãîðèòìèçàöèè 
è àâòîìàòèçèðîâàííûõ ðàñ÷åòîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â 
ïîñëåäíèõ ãëàâàõ ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé 
çíà÷åíèé öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàçðàáîòàííûõ àâòîðîì 
íà ÿçûêå JavaScript. Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå âû÷èñëåíèÿ 
âûïîëíåíû ïðè ïîìîùè ýòîãî ñîâðåìåííîãî àïïàðàòà.

Ã ë à â à  I
Îáùèå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

§ 1. Линейные дифференциальные уравнения 
второго порядка

Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ, îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ àñïåêòàõ îáûêíîâåííûõ 
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà, 
÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áåññåëÿ. 
Ìû áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 
íå âûðîæäåíà è ñàìî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

f (x)y ’’(x)+f (x)y ’ (x)+f (x)y(x)=f(x)
ãäå f (x)  —  íåâûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî 

íå ðàâíàÿ íóëþ.
Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, îñîáåííî íåâûðîæ-

äåííûì ëèíåéíûì, ïîñâÿùàåòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà è 
ìíîãî÷èñëåííûå íàó÷íûå òðóäû. Ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ 
òîëüêî íà òåõ àñïåêòàõ, êîòîðûå áóäóò íåîáõîäèìû äëÿ 
ïîíèìàíèÿ ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. 

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âûðà-
æàåò çàâèñèìîñòü ìåæäó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ôóíê-
öèåé ïåðåìåííîé è ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè. Ïîðÿäîê äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûñøåé âõîäÿùåé 
â åãî ñîñòàâ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. 

Ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
âûñøåé âõîäÿùåé â åãî ñîñòàâ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. Åñëè 
â óðàâíåíèè ïåðåìåííàÿ è åå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò òîëüêî 
â ïåðâîé ñòåïåíè, òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì. 
Ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ — ýòî 
êîíñòàíòû èëè ôóíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé f (x) . 

Íåêîòîðûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå äðîá-
íûå ñòåïåíè, ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê îáûêíîâåííûì ëè-
íåéíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ïóòåì èçáàâëåíèÿ 
îò ñòåïåííûõ äðîáåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåä ðàññìîòðåíèåì 
óðàâíåíèÿ íóæíî ïîïûòàòüñÿ èçáàâèòüñÿ îò äðîáè.

 

/
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×àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 
â êîòîðûõ f (x)= 0. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî 
óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, 
ïîýòîìó àñïåêò f (x)= 0 íåìàëîâàæåí.  

Ðåøåíèåì íåâûðîæäåííîãî îáûêíîâåííîãî îäíîðîäíîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ 
êîìáèíàöèÿ äâóõ ÷àñòíûõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé: 

y(x)=c y (x)+c y (x)
ãäå c  —  íåêîòîðûå êîíñòàíòû, y (x)—  ïàðà ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåêóð-
ðåíòíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå íåâûðîæäåííîãî 
îáûêíîâåííîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
âòîðîãî ïîðÿäêà ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ — óðàâíåíèþ Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàþò êîíöåïòóàëüíûå âîïðîñû 
ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, 
÷òî âñå íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîèçâîäíûå è 
èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. 

Теорема 1. Обыкновенное невырожденное линейное 
однородное дифференциальное уравнение второго 
порядка вида:  

f (x)z ’’(x)+f (x)z ’ (x)+f (x)z(x)=0    (1.1.1)
может быть единственным образом приведено к 

уравнению Штурма-Лиувилля:
y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)       (1.1.2)
где g(x)— функция, l— некоторая константа.
Для этого используется замена:

z(x)= P(x)y(x)        (1.1.3)

где P(x)=exp———dx     (1.1.4)

и  f (x) 0

Функция g(x)  и собственное значение могут быть 
записаны одним из двух эквивалентных выражений:

g(x)+ l =b (x) —— (a (x)+2a ’(x) )     (1.1.5)
g(x)+ l =P (x) (P ’’(x)+aP’(x)+bP(x))  (1.1.6)
Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ê îäíîìó è 

òîìó æå âèäó óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ìîãóò áûòü 
ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå âèäû îäíîðîäíûõ íåâûðîæäåííûõ 
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. 

Приведем доказательство. Äëÿ ýòîãî èçáàâèìñÿ îò 
íååäèíè÷íîé ôóíêöèè ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé: 

z ’’(x)+z ’ (x) f (x) / f (x)+z(x) f (x) / f (x)=0

Îáîçíà÷èì:  a=f (x) / f (x)        (1.1.7)

   b=f (x) / f (x)       (1.1.8)
Òîãäà áàçîâîå óðàâíåíèå (1.1.1) ïðèìåò âèä:

z ’’(x)+a z ’ (x)+b z(x)=0 
Çàòåì ïîäñòàâèì çàìåíó (1.1.3) â äèôôåðåíöèàëüíîå 

óðàâíåíèå (1.1.1) è íàëîæèì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Óðà-
âíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

0=z ’’(x)+a z ’ (x)+b z(x)=
 =(Py(x)) ’’+a (Py(x)) ’ +b (Py(x))=
 =P ’’y(x)+2P ’y ’(x)+Py ’’(x)+a P ’y(x)+
   +a Py ’(x)+b Py(x)=0      (1.1.9)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ìû äîë-

æíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðè ïåðâîé 
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y ’(x)  òîæäåñòâåííî ðàâíÿëîñü íóëþ 
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé, à èìåííî: 

y ’(x)  (2P ’+a ) 0  

2 2

1
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Ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñõîäíîå 
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1.1) è çàìåíà (1.1.3) íå âûðîæ-
äåíû, ôóíêöèÿ y ’(x) íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííûì íóëåì. 
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå y(x)=const è èñõîäíîå óðàâíåíèå âû-
ðîæäàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíû ìû äîëæíû 
ïîòðåáîâàòü òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ ñëåäóþùåãî 
ïîëó÷åííîãî íàìè âûðàæåíèÿ:

2P ’(x)+a (x)=0        (1.1.10)
Î÷åâèäíî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, 
çàäà÷à ñâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïîòðåáîâàëà ðåøåíèÿ ïðîñòîãî ëèíåéíîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1.10). 

Èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, 
÷òî òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííîå (ñ 
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ-êîíñòàíòû). Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî 
ðåøåíèÿ äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíû 
(1.1.3) è åäèíñòâåííîñòü ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1.1) 
ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1.1.2). Îíî âûðàæàåòñÿ:

P(x)=exp——a (x)dx      (1.1.11)
Íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèå a (x)  â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè íàìè ðàíåå îáîçíà÷åíèÿìè (1.1.7), 
ìû ïîëó÷èì èñõîäíóþ ôîðìóëó (1.1.4) äëÿ çàìåíû (1.1.3). 

Òàêèì îáðàçîì, ìû â ÿâíîé ôîðìå óñòàíîâèëè çàìåíó, 
êîòîðàÿ â óðàâíåíèè (1.1.9) îáåñïå÷èâàåò íóëåâîé ïîòåíöèàë 
ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, è äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü òàêîé 
çàìåíû. Òåïåðü çàïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (1.1.9) áåç 
ïåðâîãî ïîòåíöèàëà:

P ’’y(x)+Py ’’(x)+a P ’y(x)+b Py(x)=0
Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ïîòåíöèàëàõ 

äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâíî:

Py ’’(x)+(P ’’+a P ’+b P)y(x)=0

Èëè y ’’(x)+—y(x)=0     (1.1.12)  

x
1
2

P ’’+a P ’+b P
P

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå íóëåâîãî ïîòåíöèàëà â 
óðàâíåíèè Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ìîæíî âûðàçèòü ÿâíûì 
îòíîøåíèåì: 

g(x)+ l =——    (1.1.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòî ñîîòíîøåíèå 
çíà÷åíèé (1.1.11), (1.1.7) è (1.1.8) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå: 

g(x)+ l =b (x) —— (a (x)+2a ’(x) )    (1.1.6)

Теорема доказана. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, òàê êàê 
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, è åäèíñòâåííîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ èìåííî â ýòîì ñìûñëå.

Примечание. Â âûðàæåíèÿõ (1.1.5) è (1.1.6) ìû ïîëó-
÷àåì íå òîëüêî íåêîòîðûé ïîòåíöèàë g(x) , íî è êîíñòàíòó 
l , êîòîðóþ ïî âîçìîæíîñòè íåîáõîäèìî âûäåëèòü îòäåëüíî. 
Ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî è ïîòåíöèàë g(x) , è ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå l  ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîå (â òîì ÷èñëå íóëå-
âîå) çíà÷åíèå. 

Íàëè÷èå ïàðû íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåêîòîðîìó íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 
l , ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïðèìåíÿòü óïðîùåííóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Ýòè îòíîøåíèÿ áóäóò 
ðàññìîòðåíû â Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìå. Èìåííî îíè èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ 
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé).  

Åñëè íåíóëåâóþ êîíñòàíòó l  âûäåëèòü íåâîçìîæíî, 
óðàâíåíèå èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå l =0, òî 
ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ åãî ðåøåíèé ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ïî îáùåé (áîëåå ñëîæíîé) ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèé. 
Ýòîò áîëåå îáùèé ñëó÷àé èçó÷àåòñÿ âî Âòîðîé áàçîâîé 
òåîðåìå ïîñòðîåíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Äëÿ ñâåäåíèÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ òàê æå èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû Òåîðåìû 1.  

P ’’(x)+a P ’(x)+b P(x)
P(x)

1
4

2
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§ 2. Получение рекуррентных отношений 
для решений уравнения Штурма-Лиувилля 

с ненулевым собственным значением
Рекуррентные отношения для однородных 

дифференциальных уравнений второго порядка  
с ненулевым собственным значением.  

Первая базовая теорема

Îáûêíîâåííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
âòîðîãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèÿ ñ äèôôåðåíöèàëîì ïî îäíîé 
ïåðåìåííîé) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ 
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Êðîìå òîãî, ìåòîä 
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ 
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðè èõ àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè 
÷àñòî ïðèâîäèò èìåííî ê óðàâíåíèÿì òàêîãî ðîäà. 

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äîâîëüíî ÷àñòî 
ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó âàæíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñîâðåìåííîé 
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè íåîñïîðèìà, èíòåðåñ ê íåé èññëå-
äîâàòåëåé íå óãàñàåò.   

Существуют четыре îñíîâíûõ îáùåïðèíÿòûõ метода 
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ ïåðåìåí-
íûå êîýôôèöèåíòû.

1. Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå (àíàëèòè÷åñêîå èëè 
ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé). Ýòî ìîæåò 
ñòîèòü áîëüøîãî òðóäà è ïîòðåáîâàòü ñåðüåçíûõ óñèëèé, íî 
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîñòî íåò äðóãîãî âûáîðà.

2. Ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ è 
èíûõ ðÿäîâ (èëè ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ôóíêöèé, 
â îáîáùåííîì ñìûñëå).

3. Ïóòåì ïîäñòàíîâêè èíòåãðàëîâ ðàçëè÷íîãî âèäà.
4. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ.
Автор предлагает пятый способ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé 

äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà — ìåòîä ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé. 

 

Åãî ïðèìåíåíèå áóäåò îñóùåñòâëåíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è ïðÿìîãî ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ îò-
íîøåíèé äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Êðàéíå ýôôåêòèâíûì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåêóð-
ðåíòíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ èìåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
íàì èçâåñòíî îäíî èç äâóõ ÷àñòíûõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ 
ðåøåíèé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî 
ïîðÿäêà. Îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèáî àíàëèòè÷åñêè, ëè-
áî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. 

Ïðè ïîìîùè äàííîãî ìåòîäà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû 
áåñêîíå÷íûå öåïî÷êè, ëèíåéíûì îáðàçîì ñâÿçûâàþùèå 
íåî÷åâèäíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äðóã ñ äðóãîì, è â ÷àñòíîñòè ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è ëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ÷àñòî 
ñòàëêèâàþòñÿ ñ òåì, ÷òî îäíî èç äâóõ ÷àñòíûõ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
ëèáî î÷åâèäíî, ëèáî äîñòàòî÷íî ëåãêî íàõîäèòñÿ. Îäíàêî 
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ðàíåå íå ðàññìàò-
ðèâàëîñü è ñ÷èòàëîñü íè÷òîæíûì ïî çíà÷åíèþ. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ îòûñêàíèå 
âòîðîãî ÷àñòíîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ, ÷àñòî 
ÿâëÿþùåãîñÿ íåî÷åâèäíûì. Â íàèáîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ 
ýòî ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êîìáèíàöèåé ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðîñ-
òîå ïåðâîå ÷àñòíîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
îñòàâàëîñü áåç äîëæíîãî âíèìàíèÿ.

Метод рекуррентных отношений основное вни-
мание уделяет именно этому простому частному реше-
нию дифференциального уравнения. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
îäíî èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé ëèáî çàðàíåå èçâåñòíî, ëèáî î÷å-
âèäíî è äîñòàòî÷íî ëåãêî íàõîäèòñÿ, äàííûé ìåòîä ìîæåò 
áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ðåêóððåíòíûõ 
îòíîøåíèé, ìû âíà÷àëå äîëæíû ñâåñòè íåâûðîæäåííîå 
ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà 
ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ — óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì Òåîðåìû 1. Äàëåå ìû èññëåäóåì ïîëó÷åííîå 
óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.  



Теорема 2. Первая базовая теорема. Для решения 
исходного уравнения Штурма-Лиувилля с невырожден-
ным собственным значением l:   

y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)       (1.2.1)
где g(x)— некоторая функция переменного x 
и l— ненулевое собственное значение  l=0
существует рекуррентное отношение вида

z(x)=A(x)y(x) —y ’(x)       (1.2.2) 

где A(x)=—       (1.2.3)

и выполняется тождество:  
A (x)+A ’(x)= —g(x)+m      (1.2.4)

Мы можем записать отношение в другой форме:  

z (x)= —j(x)——      (1.2.5) 

Функция j(x) является невырожденным ненулевым 
частным линейно-независимым решением уравнения 
(1.2.1), возможно с другим собственным значением — 
некоторой константой m:

j’’(x)+g(x)j(x)=mj(x)       (1.2.6)
при условии  j(x)=cy(x) ,   где c=const
Рекуррентное отношение вида (1.2.2) и (1.2.5) приво-

дит к результирующему уравнению Штурма-Лиувилля: 
z ’’(x)+q(x)z(x)=lz(x)       (1.2.7)
для которого выполняется:
q(x)=g(x)+ 2A ’(x)       (1.2.8)
q(x)= —g(x) —2A (x)+2m     (1.2.9)
  14 15

/

j’(x)
j(x)

d
dx j(x)

y(x)

/

2

2

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ïîèñêà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé â 
ýòîé òåîðåìå ìû èñïîëüçóåì êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå 
Äàðáó (1.2.5). Ìû íå äîëæíû èñïîëüçîâàòü íàñòîÿùóþ òåîðå-
ìó è ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîã-
äà íåëüçÿ âûäåëèòü íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå l . 

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè l ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì 
è êðèòè÷åñêèì ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû. Äàæå 
â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåïî÷êè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      
ïðèâîäÿò íàñ ê óñëîâèþ l  30 ïðè n3, 
íóæíî îêàçàòüñÿ îò âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðå-

õîäà ïî l  . Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ l=0 èñïîëüçóþòñÿ 
ìîäèôèöèðîâàííûå ôîðìóëû è îòíîøåíèÿ, êîòîðûå áóäóò 
êðàòêî èçëîæåíû â Çàêëþ÷åíèè.

Доказательство. Ïðè ïðîâåäåíèè äîêàçàòåëüñòâà ìû 
ñ÷èòàåì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû ñó-
ùåñòâóþò è íå âûðîæäåíû. Âûïîëíèì ëèíåéíóþ çàìåíó:  

z(x)=A(x)y(x)+B(x)y ’(x)       (1.2.10)
è ïîäñòàâèì åå â ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå

lz(x)=z ’’(x)+q(x)z(x)       (1.2.7)
Ìû ïîëó÷àåì:

l(A(x)y(x)+B(x)y ’(x))=
=A ’’(x)y(x)+2A ’(x)y ’(x)+A(x)y ’’(x)+ 

+B ’’(x)y ’(x)+2B ’(x)y ’’(x)+B(x)y ’’’(x)+ 
+q(x)A(x)y(x)+q(x)B(x)y ’(x)      (1.2.11)

Çíà÷åíèå y ’’(x) î÷åâèäíî èç óðàâíåíèÿ (1.2.1):
y ’’(x)=(l-g(x))y(x)
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå òðåòüåé ïðîèçâîä-

íîé y ’’’(x) , ìû äîëæíû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü èñõîäíîå 
óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì:

y ’’’(x)=(l-g(x))y ’(x)-g ’(x)y(x)     (1.2.12)  

n n n n n

n

n
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âòîðîé è òðåòüåé 
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y(x) , ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîä-
íûõ ñòàðøåãî ïîðÿäêà â ñîîòíîøåíèè (1.2.11)

l(A(x)y(x)+B(x)y ’(x))=
=A ’’(x)y(x)+2A ’(x)y ’(x)+A(x)(l- 

-g(x))y(x)+B ’’(x)y ’(x)+2B ’(x)(l-g(x))y(x)+ 
+B(x)( (l-g(x))y ’(x)-g ’(x)y(x))+ 
+q(x)A(x)y(x)+q(x)B(x)y ’(x)      (1.2.12)

Íàì íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî 
(1.2.12) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x , äëÿ êîòîðûõ 
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò. Ýòî 
îáåñïå÷èâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì ðàâåíñòâîì ïîòåíöèàëîâ:

ly(x)     A(x)=A(x)+2B ’(x)       (1.2.13)
ly ’(x)    B(x)=B(x)  — òîæäåñòâî >x 

y(x)      0=A ’’(x)-g(x)A(x)-2g(x)B ’(x)-
          -g ’(x)B(x)+q(x)A(x)
y ’(x)      0=2A ’(x)+B ’’(x)-g(x)B(x)+q(x)B(x)

Ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ìû 
ïîëàãàëè, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ 
íåâûðîæäåííîå, òî åñòü l=0 . Äàííîå òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ 
ñóùåñòâåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, ïîñêîëüêó 
ïîçâîëÿåò íàëîæèòü æåñòêîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå è ÿâ-
íî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå B(x) .

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëà 
ïðè ly(x) ,  ãäå l íåâûðîæäåíî, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, 
÷òîáû B ’(x)=0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x . 

Ìû ïîëó÷èëè îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå èìååò ÿâíîå ðåøåíèå, ðàâ-
íîå êîíñòàíòå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x :

B ’(x)=0 ^ B(x)=с,   ãäå с=const     (1.2.14)
>x , íà êîòîðûõ ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Øòóð-

ìà-Ëèóâèëëÿ îïðåäåëåíî è ñóùåñòâóåò. 

/

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1.2.14) îäíîðîäíîå, òî åäèíñòâåí-
íîñòü åãî ðåøåíèÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íå-
êîòîðîé êîíñòàíòû, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ìîæåì âûá-
ðàòü óäîáíîå äëÿ íàñ åå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó 
óðàâíåíèé (1.2.13) ìîæíî óïðîñòèòü è çàïèñàòü â âèäå: 

y(x)      0=A ’’(x)+A(x) (q(x)-g(x))-сg ’(x)
y ’(x)      0=2A ’(x)+с(q(x)-g(x))      (1.2.15)

ãäå с — íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé îäíîãî 
ïåðåìåííîãî: A(x)  è q(x) . Óðàâíåíèÿ â îäíîðîäíîé ñèñ-
òåìå óðàâíåíèé (1.2.15) ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå, ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. 

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.2.15), âûðàçèâ çíà-
÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè q(x) , êîòîðàÿ âõîäèò â ñèñ-
òåìó ÿâíî áåç ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ:   

y(x)      g(x)+(сg ’(x)-A ’’(x)) /A(x)=q(x)
y ’(x)      g(x)-2A ’(x) /с=q(x)      (1.2.16)

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.2.16) âòîðîå 
óðàâíåíèå, èñêëþ÷èâ q(x) , è ïîëó÷èì íîâîå óðàâíåíèå:

(сg ’(x)-A ’’(x)) /A(x)+2A ’(x) /с=0
Ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A(x) òîæäåñòâåííî 

íå âûðîæäàåòñÿ â íîëü äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x . Â 
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû íå ñìîæåì ïîñòðîèòü íåâûðîæäåííîå 
ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì 
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè A(x) : 

с g ’(x)-сA ’’(x)+2A ’(x)A(x)=0     (1.2.17)
Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì äèôôåðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíî 
â ÿâíîé ôîðìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ 
ïî ÷àñòÿì. Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (1.2.17) â ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìàëüíîé ôîðìå:

—(с g(x)-сA ’(x))+—(A (x))=0     (1.2.18)

2

d
dx

d
dx
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Ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïî 
ïåðåìåííîé x è ïîëó÷èì:

с g(x)-сA ’(x)+A (x)=m      (1.2.19)
ãäå m —  íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Ïîñêîëüêó âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå êîíñòàíòà â ñèëó 

îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (1.2.14) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, ìû 
ìîæåì âûáðàòü òàêîå åå çíà÷åíèå, ÷òî 

|с |=1 è ñîîòâåòñòâåííî с =1 , с=1     (1.2.20)
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.2.19) áóäåò çàïèñàíî â âèäå:

A (x)-сA ’(x)=m-g(x)       (1.2.2 1)
Ìû ïîëó÷èëè íåëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóåì ìåòîä 
çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïîëîæèì 

A(x)=—    ãäå j(x)— ôóíêöèÿ    (1.2.3) 

Ïîäñòàâèì çàìåíó â óðàâíåíèå (1.2.21) è ïîëó÷èì:

— -с——=m-g(x)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

-сj’’(x)=j(x)(m-g(x))
Èñõîäÿ èç ïîëîæåíèÿ (1.2.20) è ïîëîæèâ с=-1 , ìû 

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ èñõîäíûì ïîòåí-
öèàëîì g(x) è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì m:

j’’(x)+g(x)j(x)=mj(x)       (1.2.6)
Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ ëèíåé-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ 
êîòîðûõ ìîæíî äîñòàòî÷íî ëåãêî íàéòè î÷åâèäíîå ÷àñòíîå 
ðåøåíèå, êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå íå èìååò ïðàêòè÷åñêîãî 
çíà÷åíèÿ. Ïðîñòîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî çàðàíåå. 

Óðàâíåíèå (1.2.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåêóð-
ðåíòíûõ îòíîøåíèé íåî÷åâèäíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ íåîáõîäèìî çíàòü âòîðîå (ïðîñòîå è î÷åâèäíîå) 

2 2

2

2

j’(x)
j(x)

2j’(x)
j(x) j (x)

j’’(x)j(x)-j’(x)j’(x)
2

ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ äðóãèì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì m, âîçìîæíî îòëè÷íîãî îò l . 

Åñëè ìû çíàåì òàêîå ðåøåíèå â ÿâíîé ôîðìå, òî ðå-
êóððåíòíîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì 
çàïèñàíî â ôîðìå

z(x)=A(x)y(x) —y ’(x)       (1.2.2) 

èëè z(x)=—y(x) —y ’(x)      (1.2.22)

Äàííîå ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Îíî 
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå îïåðàòîðà (1.2.5).

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òàêæå áûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñâÿçóþùèå óðàâíåíèÿ  (1.2.4), (1.2.8) è (1.2.9) äëÿ 
q(x) . Òàêèì îáðàçîì, теорема доказана.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíîãî ëèíåéíî-íå-
çàâèñèìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ÿâíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ 
èçáûòî÷íûì òðåáîâàíèåì è ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî 
îñëàáëåíî — äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â ÿâíîé ôîðìå ðåêóð-
ðåíòíûõ îòíîøåíèé äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåëèíåéíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà: 

A (x)+A ’(x)= —g(x)+m      (1.2.4)
ñ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé m. Åñëè óäàñòñÿ 

ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýòîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÿâíîé ôîðìå, òî ïîèñê îäíîãî 
èç äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåâûðîæäåííûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì íåîáÿçàòåëüíî.

Ñóùåñòâîâàíèå è íåâûðîæäåííîñòü âñåõ ïðîèçâîäíûõ 
è èíòåãðàëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ êîððåêòíîãî èçëîæåíèÿ è 
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, äîëæíî áûòü îòäåëüíî äîêàçàíî 
äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ 
òåîðåìû 2, òàê êàê â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëàãàëîñü 
ñóùåñòâîâàíèå è íåâûðîæäåííîñòü ýòèõ ïðîèçâîäíûõ è èí-
òåãðàëîâ â îáùåì ñìûñëå.

×òîáû ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè 
ïîìîùè òåîðåìû 1 èõ íåîáõîäèìî ñâåñòè ê âèäó (1.2.1).    

j’(x)
j(x)

2
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§ 3. Гамма-функции Эйлера, краткий обзор

Ñåé÷àñ ìû îòâëå÷åìñÿ îò òåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé äëÿ êðàòêîãî îïèñàíèÿ ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà, 
íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóþùàÿñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. 

Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ 
ôàêòîðèàëà, ðàñïðîñòðàíåííîãî ñ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà 
âåñü ÷èñëîâîé ðÿä. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 
ôàêòîðèàë îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

n!=n •(n —1 ) •(n —2 )  . . .  •3 •2 •1      (1.3.1)
Äëÿ ôàêòîðèàëà âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå ðåêóððåíòíîå 

îòíîøåíèå:

n!=n •(n —1 )!          (1.3.2)
Ãàììà-ôóíêöèåé Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Ýéëåðà 

II ðîäà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå ðåêóððåíòíîå 
îòíîøåíèå:

(u+1 )=u(u)         (1.3.3)
Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n âûïîëíÿåòñÿ: 
(n+1 )=n!  è  (1 )=1      (1.3.4)
Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà äëÿ ïåðåìåííûõ t è äåéñòâè-

òåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ u îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç 
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, è ïðåäåë:

(u+1 )= e t dt         (1.3.5)

(u)= lim  ——       (1.3.6)

(u) •(1 —u)=p / sin pu      (1.3.7)
  
 

u-t
0



m3
m!m

u (u+1 ) . . . (u+m)

Ã ë à â à  II
Óðàâíåíèå Áåññåëÿ, ôóíêöèè Áåññåëÿ 
è äðóãèå öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè

§ 1. Рекуррентные отношения для функций 
Бесселя

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
ãäå  — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà 

êîíñòàíòà íåîòðèöàòåëüíà l0 ), à y(x) — ôóíêöèÿ.
Ýòî óðàâíåíèå íå èíòåãðèðóåòñÿ ïðè ëþáîì çíà÷å-

íèè ïàðàìåòðà  ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. 
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ êàê 
ñàìîñòîÿòåëüíûå ôóíêöèè àðãóìåíòà x . Ýòè ôóíêöèè, çà-
âèñÿùèå îò ïåðåìåííîé x è ïàðàìåòðà  , íàçûâàþòñÿ 
ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ èëè öèëèíäðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à 
óðàâíåíèå (2.1.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. 

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå:

z ’’(x)+— z ’(x)  +  1— —  z(x)  = 0     (2.1.2)
Èçó÷àÿ óðàâíåíèå (2.1.2), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åãî êî-

ýôôèöèåíòû íåïðåðûâíû âñþäó, êðîìå òî÷êè x=0 , à ñàìî 
óðàâíåíèå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå.

Ìíîãî ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî 
ñ óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà, âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèé 
òåïëîïðîâîäíîñòè, ñèñòåì âîëíîâûõ óðàâíåíèé â ñôåðè-
÷åñêèõ, êîíè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, íåêî-
òîðûõ äðóãèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ðàç-
äåëåíèè ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ è 
öèëèíäðè÷åñêèì ôóíêöèÿì äåéñòâèòåëüíîãî è êîìïëåêñíîãî 
ïåðåìåííîãî. 

Ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðîäîëæàþò ïðèâëåêàòü ê ñåáå âíè-
ìàíèå èññëåäîâàòåëåé, òàê êàê ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî 
íèì îáåñïå÷èâàþò áûñòðóþ è êîððåêòíóþ ñõîäèìîñòü.   

2 2 2

x x
1 2

2

u



2322

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèå ðåêóð-
ðåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì 
ïàðàìåòðîì  , èñõîäÿ òîëüêî èç îáùåãî âèäà óðàâíåíèÿ Áåñ-
ñåëÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ñâåäåì óðàâíåíèå Áåññåëÿ ê óðàâíåíèþ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1, à çàòåì ÿâíî 
çàïèøåì ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2 
(Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìû). 

Îáîçíà÷èì  (x)  îãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ, ãäå  

lim| (x)|< è  l0      (2.1.3)

Лемма 1. Классическое уравнение Бесселя вида
x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)
может быть приведено к уравнению Штурма-Лиувилля

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

при помощи замены вида:   y (x)=  x(x)    (2.1.6)

Доказательство. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1, êîòîðàÿ ñâî-
äèò îáûêíîâåííîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 
âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèå Áåññåëÿ, ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. 

f (x)z ’’(x)+f (x)z ’ (x)+f (x)z(x)=0    (1.1.1)

ãäå z(x)= (x)  — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ

è f (x)=x ,  f (x)=x , f (x)=x —      (2.1.7)
Óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ áóäåò èìåòü âèä:

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      (2.1.8)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.1.3) è (1.1.4) çàìåíà ïðèìåò âèä:

 (x)= P (x)y (x) ,  ãäå P(x)=exp———dx

x

2 2 2

—1 /2 +1 /2 
2 —

  

 











x30

1 02



2

2

1 0

2 2

    

   
1
2 x

1

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà  ìû 
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå âèäà:

 P (x)=1   x    äëÿ > 
êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìåíó (2.1.6) â ÿâíîì 

âèäå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàë è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1.1.2) âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå 
(1.1.5) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé (1.1.7) è (1.1.8):

a (x)=f (x)/ f (x)=1 /x

b (x)=f (x)/ f (x)=1—  /x

Òîãäà g (x)+ l =b (x)— — (a (x)+2a ’(x) )

=1—  /x  — (1 /x +2 (1 /x )’ ) /4

Îòñþäà g (x)+ l =1—  /x  +1 /4x     (2.1.9)

èëè g (x)+ l =1— ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x

Ìû ïîëó÷èëè ïîòåíöèàë è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ 
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.1.5), ê êîòîðîìó ïðè ïî-
ìîùè çàìåíû (2.1.6) ìû ñâåëè óðàâíåíèå Áåññåëÿ (2.1.4), èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó 1, äîêàçàííóþ â ãëàâå I. 

Îòíîøåíèå (2.1.9) îäíîçíà÷íî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íå-
íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå l , ðàâíîå —1 ïðè âñåõ 
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà > , è ïîòåíöèàëà:

g (x)= —( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x , l = —1   (2.1.10)
Ìû ñâåëè óðàâíåíèå Áåññåëÿ (2.1.4) ê óðàâíåíèþ Øòóð-

ìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåâûðîæäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, 
ïîçâîëÿþùèì ïðèìåíèòü òåîðåìó 2. Лемма доказана.

Äëÿ ôóíêöèé ñóùåñòâóþò çàâèñèìîñòè: 

y (x)=x  (x)    è  (x)=x   y (x)      (2.1.11)
è êîýôôèöèåíòû ýòèõ îòíîøåíèé ïðîñòûå (ýëåìåí-

òàðíûå ñòåïåííûå ôóíêöèè). 
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Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ïðè âûäåëåíèè íåíóëå-
âîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ìû íå èñïîëüçîâàëè 
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  . Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðè 
ïàðàìåòðàõ  è — óðàâíåíèå Áåññåëÿ è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 
ÿâëÿåòñÿ íåèçìåííûì. Ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà ìû ñ÷èòàåì, 
÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  â äàëüíåéøèõ èçëîæåíèÿ âñåãäà 
íåîòðèöàòåëüíî. 

Ïîëó÷åííîå â ëåììå 1 óðàâíåíèå (2.1.5) ñ íåâûðîæäåí-
íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïîçâîëÿåò íà îñíîâàíèè 
òåîðåìû 2 (Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìû) ÿâíî ïîëó÷èòü 
êëàññè÷åñêèå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé 
âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.1.5) è 
êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (2.1.4). 

Теорема 3. Для классических уравнений Бесселя:
x  ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)
с неотрицательным параметром l0 и     (2.1.3)
ограниченными в нуле решениями lim| (x)|<
существуют рекуррентные отношения вида:

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)
и эти отношения могут быть явно получены, исхо-

дя из общего вида классического уравнения Бесселя.
Доказательство. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2 ê óðàâíåíèþ 

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ê êîòîðîìó áûëî ñâåäåíî êëàññè÷åñêîå 
óðàâíåíèå Áåññåëÿ â ëåììå 1:

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      (2.1.8)

ãäå g (x)= —( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x
   l = —1  äëÿ l0      (2.1.10)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé âîñïîëüçóåìñÿ 

îñëàáëåííûì óñëîâèåì òåîðåìû 2: 

A (x)+A ’(x)= —g (x)+m      (1.2.4)

2 2 2
  

x30

+1

 —1









x

x





    





2



ãäå m — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà 
ïðîèçâîëüíî è êîòîðàÿ íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 
(2.1.10) áàçîâîãî óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. 

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà: 

A (x)+A ’(x)= ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x +m
Åñëè ìû ïîëîæèì m=0 , òî ýòî óðàâíåíèå ÿâíî äîñ-

òàòî÷íî ëåãêî ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ:

A (x)+A ’(x)= ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x 
Èñïîëüçóåì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. 

Åñëè A(x)=w /x , ãäå w — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, 
òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

w /x — w /x = ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x 
Îòñþäà: w — w + (1 /4—  ) =0
Î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàåìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðå w :

A(x)= (1 /2+ ) /x         (2.1.14)
A (x)= (1 /2—  ) /x         (2.1.15)
Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ ðåêóððåíòíûõ 

îòíîøåíèé ñ íåâûðîæäåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèìè 
îñîáåííîñòü â íóëå: 

z(x)=A(x)y (x) —y ’(x)       (1.2.2)
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé 

íå ïîòðåáîâàëîñü çíàòü åùå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóð-
ìà-Ëèóâèëëÿ, òàê êàê ñðàçó ïîëó÷èëè çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðû 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàêèå ïîòåíöèàëû è ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, èñõîäÿ äëÿ äàííûõ îòíîøå-
íèé. Ìû ïîëó÷èëè íîâîå óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

z ’’(x)+q(x)z(x)=l z(x)       (1.2.7)
ãäå q(x)=g (x)+2A ’(x)       (1.2.8)
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Åñëè ìû ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå îòíîøåíèÿ (2.1.14) è 
(2.1.15) äëÿ A (x) â îòíîøåíèå (1.2.8), ìû ïîëó÷èì ïàðó ïî-
òåíöèàëîâ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ: 

q(x)= —( +1 /2 ) ( +3 /2 ) /x       (2.1.16)
q(x)= —( — 1 /2 ) ( — 3 /2 ) /x       (2.1.17)
Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà (2.1.16) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñî 

çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëà óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.1.8), 
ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ñ 
ïàðàìåòðîì (+1 ) 

g (x)= —( +1 /2 ) ( +3 /2 ) /x       (2.1.18)
Ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðåêóððåíòíîãî îòíîøåíèÿ:

z(x)=y (x)=A (x)y (x) —y ’(x)     (2.1.19)
ãäå A (x)= ( +1 /2 ) /x         (2.1.14)
Àíàëîãè÷íî ïîòåíöèàë (2.1.17) ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì, 

ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðó (— 1 ) äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1.8)
g (x)= —( — 1 /2 ) ( — 3 /2 ) /x      (2.1.20)
Ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðåêóððåíòíîãî îòíîøåíèÿ:

z (x)=y (x)=A (x)y (x)— y ’(x)     (2.1.21)
ãäå A (x)= —( — 1 /2 ) /x        (2.1.15)
Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ ïàðó ðåêóððåíòíûõ îòíîøå-

íèé (2.1.19) è (2.1.21). Â ñèëó îäíîðîäíîñòè èñõîäíîãî è ðå-
çóëüòèðóþùåãî óðàâíåíèé ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé ðåøåíèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã 
îò äðóãà íà êîíñòàíòó. Íàéäåì åå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ñòðîãî ñîîòâåòñòâîâàëè äðóã äðóãó.

Ïåðåïèøåì îòíîøåíèå (2.1.21) äëÿ ïàðàìåòðà (+1 )

y (x)=A (x)y (x)— y ’(x)      (2.1.22)
ãäå A (x)= (—1 /2—  ) /x       (2.1.23) 
Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

y (x)=сy (x) ,  ãäå с — êîíñòàíòà     (2.1.24)
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Ïîäñòàâèâ (2.1.24) â îòíîøåíèå (2.1.22), ïîëó÷èì:

y (x)=сy (x)=A (x)y (x)— y ’(x)
Èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (2.1.19) è ïîäñòàâèì åãî â ïî-

ëó÷åííîå îòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû с :
сy (x)=A (x)A (x)y (x)— y ’(x)—
   — A ’(x)y (x)+A (x)y ’(x)— y ’’(x)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.1.8) 

è (2.1.9) ïîäñòàâèì çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, óïðîñòèì 
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå è ïîëó÷èì òîæäåñòâà:

y (x)      с=A (x)A (x)— A ’(x)— g (x)+l

y ’(x)      0=A (x)— A (x)   —  ýòî òîæäåñòâî

Óïðîñòèâ âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì с=l = —1  (2.1.25)
Òàêèì îáðàçîì, y (x)= —y (x)
Ìû ïîëó÷èëè ïàðó ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé, óäîâëåò-

âîðÿþùèå óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ê êîòîðîìó ïðè-
âîäèòñÿ êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ, è ýòà ïàðà 
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé îáåñïå÷èâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå 
ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.8)

y (x)=—y (x)— y ’(x)      (2.1.26)

y (x)=—y (x)+y ’(x)      (2.1.27)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ëåììû 1 è ïîäñòàâèâ 
âûðàæåíèå (2.1.11), ÿâíî ñâÿçûâàþùåå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ, ïîñëå óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé ïîëó÷èì êëàñ-
ñè÷åñêèå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèè 
Áåññåëÿ (2.1.12) è (2.1.13) â òåîðåìå 3. Теорема доказана.

Èçâåñòíûå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé 
Áåññåëÿ áûëè ïîëó÷åíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì, èñõîäÿ òîëü-
êî èç îáùåãî âèäà óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.
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Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå öåïî÷åê ðåêóððåíòíûõ 
îòíîøåíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì 
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóð-
ìà-Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ñ íåâû-
ðîæäåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, è Ïåðâîé áàçîâîé 
òåîðåìîé (òåîðåìîé 2). Ìû âîñïîëüçîâàëèñü îñëàáëåííûìè 
óñëîâèÿìè è íå èñêàëè âòîðîå ÷àñòíîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äðóãèìè ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè, íå ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿì è óðàâ-
íåíèþ Áåññåëÿ. 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ïðîñòîãî 
íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî â ýëåìåíòàðíûõ ñòåïåííûõ ôóíê-
öèÿõ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. 

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ 
ýëåìåíòàðíî ïîçâîëÿþò âûïèñàòü åùå îäíó ïàðó ðåêóð-
ðåíòíûõ îòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèå òðè ôóíêöèè Áåññåëÿ, 
ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ:

2’(x)= (x) — (x)       (2.1.28)

 (x) — 2— (x)+ (x)=0      (2.1.29)

Ïàðàìåòð  äëÿ óðàâíåíèÿ è ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè-
íÿòî íàçûâàòü èíäåêñîì ôóíêöèé Áåññåëÿ. 
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§ 2. Функции Бесселя с полуцелым индексом

Ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì (ïîðÿäîê 
êîòîðûõ ðàâåí öåëîìó ÷èñëó ñ ïîëîâèíîé) ïðèìå÷àòåëüíû 
òåì, ÷òî äëÿ íèõ ìîæåò áûòü âûïèñàíî âûðàæåíèå ÷åðåç 
ýëåìåíòàðíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ñòåïåííûå ôóíêöèè 
â ÿâíîì âèäå, à íå â ôîðìå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. 
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðèâîäèëîñü Ýéëåðîì, èñõîäÿ èç 
îáùåãî âèäà ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è 
ñâîéñòâ ãàììà-ôóíêöèé Ýéëåðà. 

Èñïîëüçóåì íîâûé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé 
ïàðàìåòðà  (èíäåêñà ôóíêöèé Áåññåëÿ), ïðè êîòîðûõ 

 =n+1 /2    ïðè n — öåëûå ÷èñëà     (2.2.1)
Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ðåêóððåíòíûìè îòíîøå-

íèÿìè äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì 
èíäåêñîì â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ïîëóöåëîãî èíäåêñà óðàâíåíèå 
Áåññåëÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 
â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 ïðèìåò âèä: 

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.2.2)

y ’’(x)——y (x)= —y (x)      (2.2.3)

y (x)=  x (x) ãäå  =n+1 /2     (2.2.4)

Ðàññìàòðèâàÿ ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèë-
ëÿ (2.2.3), ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè èíäåêñà 
n óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå:

y ’’(x)= —y (x)  ïðè n=0 è =1 /2     (2.2.5)
Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ê ïðîñòîìó óðàâíåíèþ 

âèäà (2.2.5) ïðè n=0 îäíîçíà÷íî è ÿâíî ïîçâîëÿåò ñðà-
çó ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è 
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óðàâíåíèå Áåññåëÿ â âèäå ïàðû 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, âûðàæåííûõ ÷åðåç òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå è ñòåïåííûå (ýëåìåíòàðíûå) ôóíêöèè.  

x

2 2 2

n n+1
2

—

  

n

n



n n

0 0
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Îáùåå ðåøåíèå (2.2.5) ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

y (x)=g sin x +h cos x      (2.2.6)
ãäå g  è h  — íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 è (2.2.4) îáùåå ðåøåíèå 

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì =1 /2 ìîæåò 
áûòü çàïèñàíî â âèäå:

  (x)=g sin x +h cos x x     (2.2.7)
Ïðîâîäÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ â ïðåäûäóùåì 

ïàðàãðàôå, ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ôóíê-
öèè Áåññåëÿ ñ ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì íå èìåþò â íóëå 
îñîáåííîñòè è èìåþò îãðàíè÷åííîå â íóëå ðåøåíèå. ×òîáû 
óñëîâèå (2.1.3) âûïîëíÿëîñü, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü:

lim|  (x)|<       (2.2.8) 

Òîëüêî ïðè óñëîâèè h =0 ìû ïîëó÷èì

lim|  (x)|= lim|g sin x x|<

Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â íóëå ñîñòàâèò 

lim  (x)= g   x =0     ïðè h =0    (2.2.9) 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îãðàíè÷åííîå â íó-
ëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 1 ðîäà 
äëÿ ïîëóöåëîãî èíäåêñà =1 /2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ÿâíîì 
âèäå ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ñòåïåííûå ôóíêöèè:

  (x)=g sin x x      (2.2.10)

Â òåîðåìå 3 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ â 
íóëå ôóíêöèé Áåññåëÿ ñóùåñòâóþò ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ, 
ñâÿçûâàþùèå ýòè ôóíêöèè, è ýòè ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ 
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå (ñòåïåííûå) ôóíêöèè è 
ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ.

 (x)=— (x)—’(x)  ãäå  =n+1 /2   (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)  ãäå  =n+1 /2   (2.1.13)

0 0 0

0 0

1/2

—
0 0

1/2x30

0

1/2x30 x30 0

—

x30 1/2 0

—
0

1/2

—
0

+1

 —1









x

x





Åñëè ôóíêöèÿ Áåññåëÿ (2.2.10) ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì 
îãðàíè÷åíà íà ÷èñëîâîé îñè è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-
òàðíûå ôóíêöèè (ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå), òî è 
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ñóùåñòâóåò è òàêæå 
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûðàçèì ôóíê-
öèþ Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî 
ðàññìîòðèì îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòîðó ðåêóððåíòíîé 
çàìåíû (2.1.12). Â òåîðåìå 3 ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå è 
åäèíñòâåííîñòü ðåêóððåíòíîé ôîðìû (2.1.12) ñ òî÷íîñòüþ 
äî íåêîòîðîé êîíñòàíòû (â ñèëó îäíîðîäíîñòè ðåøåíèé 
ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé). 

Лемма 2. Для рекуррентного отношения

 (x)=— (x)—’(x)  ãäå  =n+1 /2   (2.1.12)

существует невырожденный обратный оператор

 (x)= ——  (x )dx      (2.2.11)

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿùåé 
ëåììû ââåäåì ôîðìàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð äëÿ ïðàâîé 
÷àñòè ðåêóððåíòíîãî îòíîøåíèÿ (2.1.12):

 f (x)=— — — f (x)      (2.2.12)
Ïðåäñòàâèì ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå (2.1.12) â ôîðìå 

ôîðìàëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà:

 (x)=  (x)       (2.2.13)

Ïðåîáðàçóåì ôîðìàëüíûé îïåðàòîð, ïîëîæèâ

A (x)=—   ãäå j (x)— ôóíêöèÿ    (2.2.14)

è ãäå  =A (x)— —  — îïåðàòîð 

+1  x




x x
x +1





x


dx
d



+1  

j ’(x)
j (x)






 dx
d


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Î÷åâèäíî, ÷òî A (x)=—=—      (2.2.15)

Ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 
ïåðâîãî ïîðÿäêà (2.2.15), ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ:

j (x)=x   ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà   (2.2.16)
Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðåêóððåíòíîå îòíî-

øåíèå (2.1.12) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå:

 (x)=— (x)—’(x)= 

        =————

Îòñþäà  (x)= —j (x)——     (2.2.17)

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðåêóððåíòíîå îòíî-
øåíèå (2.1.17) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìàëüíîé ôîðìå:

— = ———       (2.2.18)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ôîðìàëüíî 
ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ (2.2.18), 
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåêóððåíòíîìó îòíîøåíèþ (2.2.12):

— dx = ——       (2.2.19)

Îòñþäà  (x)= ——dx     (2.2.20)

j ’(x)
j (x)




x







+1  

j ’(x)
j (x)





j ’(x) (x)—j (x)’(x)
j (x)

   

+1 dx
d

 j (x)

 (x)

dx
d

j (x)

 (x) (x)+1

j (x)

j (x)

 (x)
x
 (x )+1

j (x )



x j (x) (x ) +1

j (x )

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (2.2.20) ïîëó÷åííîå ðàíåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè j (x) íà îñíîâàíèè (2.2.16), ìû ôîðìàëüíî 
ïîëó÷èì îáðàòíûé îïåðàòîð (2.2.11) ê îïåðàòîðó ðåêóððåíòíûõ 
îòíîøåíèé äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ (2.1.12).

Äëÿ êîððåêòíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèå íåâû-
ðîæäåííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà (2.2.11) òðåáóåòñÿ îòäåëüíî 
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîãî è ëåâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà 
è èõ òîæäåñòâåííîñòü. ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðà-
âîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ïîäñòàâèì íàéäåííûé ðàíåå 
ôîðìàëüíûé îáðàòíûé îïåðàòîð (2.2.11) â ðåêóððåíòíîå 
îòíîøåíèå (2.1.12):

 (x)=— (x)—’(x)=     (2.2.21)

    =———  (x )dx+——  (x )dx

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì 
âûðàæåíèÿ (2.2.21) îòíîøåíèå ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííûì. 
Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è êîððåêòíîñòü ïðàâîãî îá-
ðàòíîãî îïåðàòîðà. 

Ñóùåñòâîâàíèå è êîððåêòíîñòü ëåâîãî îáðàòíîãî îïå-
ðàòîðà ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì — ïóòåì ïîäñòà-
íîâêè ðåêóððåíòíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé 
Áåññåëÿ (2.1.12) â ôîðìàëüíûé îáðàòíûé îïåðàòîð (2.2.20) ñ 
ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (2.2.14):

 (x)= ——  (x )dx=   

  = —— —  (x )—’(x )dxс

ãäå j (x)=x   — ïîëó÷åííàÿ ïî (2.2.16) ôóíêöèÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå 

ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà, èñïîëüçóåòñÿ îáùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îïåðàòîðîâ ÷åðåç j (x) .



+1  x


x


x x
x +1



 dx
d

x x
x +1







x x
x +1







j (x)

j (x )

x

j (x )


j ’(x )





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Çàìåòèì, ÷òî áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííîãî îòíî-
øåíèÿ è ââåäåííûõ ôóíêöèé (2.2.14) äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñò-
âîâàíèÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà áûëî áû ìåíåå î÷å-
âèäíî. Èñïîëüçóåì ôîðìàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 
÷àñòÿì äëÿ èíòåãðàëà, ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåííîãî â ïðàâîé 
÷àñòè îòíîøåíèÿ (2.2.22):

 (x)=j (x) (x )d—+— d (x )=

  =j (x)—    —— d (x )+

    + — d (x )  = (x)   — òîæäåñòâî

Åäèíñòâåííîñòü ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà îáåñïå÷è-
âàåòñÿ âûáðàííûì è äîêàçàííûì ðàíåå óñëîâèåì (2.2.9) ðà-
âåíñòâà íóëþ ôóíêöèè Áåññåëÿ â íóëå. 

Äîêàçàâ òîæäåñòâåííîñòü, íåâûðîæäåííîñòü è ñóùåñò-
âîâàíèå ïðàâîãî è ëåâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ìû äîêàçàëè 
êîððåêòíîñòü è ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà (2.2.11) 
äëÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ îãðàíè÷åííûõ â íóëå 
ðåøåíèé ôóíêöèè Áåññåëÿ. Лемма доказана.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2 î ñóùåñòâîâàíèè îïåðàòîðà, îá-
ðàòíîãî ðåêóððåíòíûì îòíîøåíèÿì, ìîæíî ïîëó÷èòü îáùóþ 
ôîðìóëó ôóíêöèé Áåññåëÿ 1 ðîäà  ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì, 
îãðàíè÷åííûõ â íóëå. 

Теорема 4. Ограниченные в нуле функции Бес-
селя с полуцелым индексом могут быть получены 
через элементарные функции (степенные и тригоно-
метрические), используя отношение вида:

  (x)=(—1) x    — —   —  (2.2.23)

        где n — целые неотрицательные числа.

   j (x )
1

 


x x



j (x)
j (x )



   j (x )

 (x )
x=x



x j (x)
j (x )



x j (x)
j (x )



n
n+1/2

n+1/2

xdx
d n sin x

x

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèìåíÿòü ê ôóíêöèÿì Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåê-
ñîì îáðàòíûå îïåðàòîðû (2.2.11), ïîëó÷åííûå â ëåììå 2, à 
òàêæå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ìû ïîëó÷èëè

  (x)=sin  x  ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû  —

 (x)= ——  (x )dx ãäå  =n+1 /2  (2.2.11)

Çàïèøåì îáðàòíûé îïåðàòîð ôóíêöèè Áåññåëÿ:

  (x)=sin x x =—

  (x)= ——  (x )dx     =—

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì îòíîøåíèå:

— = ——  (x )dx   

Ðàíåå ìû äîêàçàëè, ÷òî îãðàíè÷åííûå â íóëå ôóíêöèè 
Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû 
êîíå÷íûì íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé — ñòåïåííûõ 
è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ïîýòîìó âñå ðàññìàòðèâàåìûå â 
òåîðåìå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è âñå ïðîâîäèìûå íàä 
íèìè îïåðàöèè êîððåêòíû. Äàëåå áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïîäñòàâëÿòü â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îáðàòíûå îïåðàòîðû 
äëÿ êàæäûõ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ. 

 —=... (—1) —  (x )dx ... dx

Ââåäåì îïåðàòîð =—      (2.2.25)

1/2

—



x x
x +1





—
1/2
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x1/2

1/2

1/2x
x
x 1/2 3/2

1

1 1
sin x

x1/2

sin x
x

x

x
1/2 3/2
1

1 1

1

sin x
x

n
x

1nx
n—1

n+1/2

x ...x
x x1

1
nn+1/2

n—1

xdx
d

(2.2.24)

n—2
p

—2
p
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Ê ïîëó÷åííîìó îòíîøåíèþ (2.2.24) áóäåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèìåíÿòü ââåäåííûé ôîðìàëüíûé îïåðàòîð (2.2.25) è 
ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìàëüíî èíòåãðèðîâàòü ýòî îòíîøåíèå

——=... (—1) — (x )dx ...dx

—... ——=(—1) —

Ïðîäîëæàåì ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïðàâûõ 
è ëåâûõ ÷àñòåé òîæäåñòâà (2.2.24) îïåðàòîðîì (2.2.25) äî 
òåõ ïîð, ïîêà ìû íå èçáàâèìñÿ îò âñåõ èíòåãðàëüíûõ 
ïðåäñòàâëåíèé è ïîëó÷èì ôóíêöèþ Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì 
èíäåêñîì â ÿâíîì âèäå (2.2.23). Теорема доказана. 

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì 
èíäåêñîì ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïðî-
èçâîäíûå è èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è ñïðàâåäëèâî 

— f (x )dx= f(x )+c   c=0       (2.2.26)

Ïðîèçâåäåì ðàñ÷åò íåêîòîðûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ:

 (x)=(—1) x  —— — =

        =(—1) x   — —

 (x)=  — — — cos x —            (2.2.27)

Ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå 
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ 1 ðîäà (îãðàíè÷åííîå 
â íóëå íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ) ñ 
ïîëóöåëûì èíäåêñîì 3/2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíî äîêàçàííîé 
òåîðåìû 4 è îòíîøåíèÿ (2.2.23). 
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§ 3. Асимптотическое поведение и явное 
выражение через степенные и тригонометрические 

ряды функций Бесселя с полуцелым индексом

Äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ 1 ðîäà (îãðàíè÷åííûõ â íóëå) 
ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò 
èçó÷åíèå ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà  
(2.2.25), âîçâåäåííîãî â öåëóþ ñòåïåíü. Îïåðàòîð ïîçâîëÿåò 
ïîëó÷èòü ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ âäàëè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè 
î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, è ÿâíî âûïèñàòü 
êîíå÷íûå ðÿäû ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì 
÷åðåç ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ïîëó÷èì ñèìâîëè÷åñêèé âèä ôîðìàëüíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà  íàòóðàëüíîé ñòåïåíè:

Утверждение 1. Формальный оператор

 f (x)=— f (x)      (2.2.25)

имеет общее формальное представление:

 =— =   — —       (2.3.1)

где           — некоторые числовые константы.
Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî 

ïðè íóëåâîé ñòåïåíè îïåðàòîð ôîðìàëüíî âûðîæäàåòñÿ 
â òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó. Ïðè ïåðâîé ñòåïåíè çíà÷åíèå 
îïåðàòîðà (2.3.1) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ åãî ïðåäñòàâëåíèåì 
ñ åäèíè÷íûì ÷èñëîâûì êîýôôèöèåíòîì. 

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, 
ïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé 
ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà  âûðàæåíèå 
(2.3.1) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ. 

Âûïèøåì âûðàæåíèå (2.3.1) äëÿ ñòåïåíè (n— 1) . 

xdx
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xdx
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    =— =   — — 

Ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ ôîðìàëüíûé îïåðàòîð:

    =  ——   — +

      +   —— —      (2.3.2)

    = . . .  +   —— —

Äëÿ òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèÿ 
îïåðàòîðà ïðèðàâíÿåì â ïîëó÷åííîì (2.3.2) è èñõîäíîì 
âûðàæåíèè (2.3.1) êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ è 
ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èâ ðåêóððåíòíûå çàâèñèìîñòè:

k=n — —    =      (2.3.3)

k=1  — —    =(—1)(2n—3)

  k  — —    =          +
                               +(—1)(2(n—1)—k)

Ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ îïåðàòîðà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 
ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Çíà÷åíèÿ ýòèõ 
êîíñòàíò íà îñíîâàíèè (2.3.3) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÿâíî 
èëè â ôîðìå ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé: 

dx
d k

k
Y
x 2(n—1)—k

k
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xdx
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n
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d k

kx 2(n—1)—k+2 Yk
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n Yk—1
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d k

kx 2(n—1)—k+2
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d n
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d
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d k

kx 2n—k

x 2n—1

1

1

Yn—1

(n—1)Yn
(n)

Y1

(n—1)Y1

(n)

Yk
(n)

Yk
(n—1)

Yk—1

(n—1)

      = 1  ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà    (2.3.4)

      = (—1)    (2n—3)!!

      =         +(—1) (2(n—1)—k)
Íåâûðîæäåííîñòü îïåðàòîðà äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèåì 

ïðèâåäåííûõ ÿâíûõ è ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé (2.3.4) è èõ 
íåâûðîæäåííîñòü. Óтверждение доказано. 

Óòâåðæäåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìàëüíûé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð (2.3.1), ïðèìåíåííûé ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, 
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà â ýëåìåíòàðíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ 
ôóíêöèÿõ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîíå÷íûé ðÿä, ÷ëåíû êîòîðî-
ãî ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. 

Îïåðàòîð (2.3.1) ïîçâîëÿåò ÿâíî èçó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå 
ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì íà îñ-
íîâàíèè ðåçóëüòàòîâ (2.2.23), ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 4.

Ïðèìåíèì ôîðìàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 
ê ðåçóëüòèðóþùåìó âûðàæåíèþ òåîðåìû 4, èñõîäÿ èç

——=    ————       

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ýòîì âûðàæåíèè ïðîèç-
âîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé — ýòî òàêæå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ (2.2.23) 

  (x)=(—1) x     —   —    (2.3.5)

Çàïèøåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ:

  (x)=(—1)         ——     
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Èç îòíîøåíèÿ (2.3.6) ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê 
íóëþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 
ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì, íóæíî îòûñêàòü 
êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûé ìåäëåííåå äðóãèõ 
óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, à äðóãèìè (áûñòðåå óáûâàþùèìè) 
÷ëåíàìè ðÿäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.  

Ñòåïåíü âõîäÿùèõ â ðÿä åãî ÷ëåíîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 
ïàðàìåòðû (k , i ) ñîîòâåòñòâåííî — (1/2+ n + i — k ) , ïîýòîìó 
íà áåñêîíå÷íîñòè ðÿä (2.3.6) óáûâàåò. Ïðè çíà÷åíèÿõ k = n 
è i = 0  òðåáóåìàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé ñîñòàâèò — 1/2 .

Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: 

  (x)       ——        (2.3.7)

Ôîðìóëà (2.3.7) ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî âäàëè îò íà÷àëà 
êîîðäèíàò ïðè ñòðåìëåíèè ïåðåìåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè 
ôóíêöèè Áåññåëÿ áëèçêè ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì 
sin x è cos x , òàê êàê èõ èçìåíåíèå â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííîé íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. 

Àñèìïòîòè÷åñêèé ïåðèîä êîëåáàíèé ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ ñòðåìèòüñÿ ê êëàññè÷åñêîìó 2p. Îäíàêî àìïëèòóäà èõ 
êîëåáàíèé ïîñòåïåííî óãàñàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. 

Êîëåáàíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ íàõîäÿòñÿ â ñâîåîáðàçíîì 
êîðèäîðå, êîòîðûé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé 
ïîñòåïåííî ñóæàåòñÿ è ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Íà áåñêîíå÷íîñòè 
ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè Áåññåëÿ âûðîæäàþòñÿ â íîëü.

Â ñèëó îñîáåííîñòåé òàêîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè Áåññåëÿ èäåàëüíû äëÿ îïèñàíèÿ 
ëþáûõ çàòóõàþùèõ ïðîöåññîâ è ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñî-
ïðîâîæäàþùèõñÿ ïîñòîÿííîé ïîòåðåé âíóòðåííåé ýíåðãèè 
ñèñòåìû (íàïðèìåð, ïîòåðè íà îõëàæäåíèå, ñîïðîòèâëåíèå, 
òðåíèå è äðóãèå). 

Ôóíêöèè Áåññåëÿ îáåñïå÷èâàþò î÷åíü áûñòðóþ êîð-
ðåêòíóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñûâà-
þùèõ ìíîãèå ðåàëüíûå ïðîöåññû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,  
áåç âíåøíåé ïîääåðæêè ïîñòåïåííî çàòóõàþùèå íà áåñêî-
íå÷íîñòè (èëè äîñòàòî÷íî äàëåêî îò íóëÿ).

   
—
—2
p dx

d n

nn+1/2 x 1/2 sin x(—1) n

§ 4. Функции Бесселя с полуцелым индексом, 
неограниченные в нуле

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè îäíî èç 
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ — ôóíêöèè Áåññåëÿ 
ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì, îãðàíè÷åííûå â íóëå. 

Îäíàêî â õîäå ðàññóæäåíèé áûëî âûÿâëåíî ñóùåñòâî-
âàíèå åùå îäíîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ, èìåþùåãî 
íåîãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå â îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ. Ðàññìîòðèì 
âòîðîé ÷àñòíûõ ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì ïàðàìåòð (èíäåêñ 
ôóíêöèé Áåññåëÿ) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.4.1)
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîëîæèòåëüíîãî  è 

îòðèöàòåëüíîãî — ïàðàìåòðîâ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì îä-
íîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Áåññåëÿ (2.1.1), ÿâëÿþòñÿ 
äâóìÿ ÷àñòíûìè ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî 
óðàâíåíèÿ è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî 
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ: 

z(x)=c  (x)+c  (x)   ãäå l0     (2.4.2)
Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå 

ïàðàìåòðà â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 
(2.1.5.), îäíàêî îíî èìååò ñìûñë è ïðè îòðèöàòåëüíîì 
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè èíäåêñà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ îíî òàêæå âûðîæäàåòñÿ â 
ýëåìåíòàðíîå:

y ’’(x)= —y (x)    ïðè n=0 è = —1 /2     (2.4.3)
—= —n—1 /2    ïðè n — öåëûå ÷èñëà     (2.4.4)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2.6), âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå 

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, êîòîðîå ìû íå ðàññìîòðåëè 
ðàíåå, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå:

y (x)=h cos x        (2.4.5)

  (x)=h cos x x      (2.4.6) 
     

2 2 2

— — —

—1 2

0 0

0 0

—1/2

—
0



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ìû íèãäå íå èñïîëü-
çîâàëè îãðàíè÷åííîñòü â íóëå ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ìîæíî 
ðàñïðîñòðàíèòü åå ðåçóëüòàòû íà îáùèé ñëó÷àé è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 
ïàðàìåòðà, òàê êàê áûëà ïîêàçàíà íåâûðîæäåííîñòü è àíà-
ëèòè÷íîñòü ýòèõ ôóíêöèé. 

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)
Ïîäñòàâèì â îòíîøåíèå îòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð:

 (x)=— (x)+’ (x)  ãäå l0

èëè  (x)=(—1)— (x)—’ (x)    (2.4.7)
Çàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå äëÿ íåîãðàíè-

÷åííûõ â íóëå ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñ ðåêóððåíòíûì îò-
íîøåíèåì äëÿ îãðàíè÷åííûõ â íóëå ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ (2.1.12). 

Âîñïîëüçóåìñÿ õîäîì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2, ìû 
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè (ñ òî÷íîñòüþ äî 
êîíñòàíòû) ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 äëÿ îòíîøåíèÿ 
(2.4.7) è îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ ðåêóððåíòíîé çàìåíû ñ îò-
ðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè.

Лемма 3. Для рекуррентного отношения

 (x)=(—1)— (x)—’ (x)  ãäå l0  (2.4.8)

существует невырожденный обратный оператор

 (x)=—  (x )dx      (2.4.9)

Íåâûðîæäåííûé îáðàòíûé îïåðàòîð ïîçâîëÿåò â ÿâ-
íîì âèäå ïîëó÷èòü âûðàæåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ 
(êîíå÷íûé ðÿä ñòåïåííûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé) 
äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, 
íå îãðàíè÷åííûõ â íóëå.      

 —1  x


— —1 — —x
—

— —1 — —x


x


x x
x





— —1 — —

— —1—

42 43

Теорема 5. Неограниченные в нуле функции Бес-
селя с полуцелым индексом могут быть получены 
через элементарные функции (степенные и тригоно-
метрические), используя отношение вида:

  (x)=x    — —   —   (2.4.10)

        где n — целые неотрицательные числа.
Ïðèìå÷àíèå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíî è òî æå 

ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ äâóõ ÷àñò-
íûõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, 
óðàâíåíèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííûõ ñ òî÷íîñòüþ 
äî êîíñòàíòû. Â ïðèâîäèìûõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ðàçäåëèëè 
îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå â íóëå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è ðàññìîòðåëè èõ îòäåëüíî. 

Çàïèøåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ:

  (x)=         ——     

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ÿâíîãî âèäà ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ïîëóöåëûì èíäåêñîì, 
îïèøåì åãî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè íåîãðàíè÷åííîì 
âîçðàñòàíèè ïåðåìåííîé: 

  (x)       ——        (2.4.12)
   
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íåîã-

ðàíè÷åííîé â íóëå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ïîëó-
öåëûì èíäåêñîì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì 
ïîâåäåíèåì âòîðîãî ÷àñòíîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøå-
íèÿ — îãðàíè÷åííîé â íóëå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëîæè-
òåëüíûì èíäåêñîì. 

    

—n—1/2

n+1/2

xdx
d n cos x

x
—2
p

Qk,i
(n)

x 1/2+n+i —k dx
d k —i

k —i

Qk,i
(n)

ãäå       =       ———    (2.4.11)Yk
(n) (—1)  i! i! (k—i)!i

k!

   
—
—2
p—n—1/2

cos x

   
—
—2
p dx

d n

nx 1/2 
 1 

—n—1/2
cos x

n

k=1


 k

i=0




Ôóíêöèè Áåññåëÿ âäàëè îò íóëÿ áëèçêè ê òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, íî èõ çíà÷åíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè 
ïåðåìåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñòåïåííî çàòóõàþò (ñòðåìÿòñÿ 
ê íóëþ). Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íà 
áåñêîíå÷íîñòè îãðàíè÷åíî è ÿâëÿåòñÿ ïîñòåïåííî çàòó-
õàþùåé íà ôóíêöèåé, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ.

Áëàãîäàðÿ òàêîìó ïîâåäåíèþ ôóíêöèè Áåññåëÿ èíî-
ãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîïîëíåíèå è ðàñøèðåíèå êëàññà 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ôóíêöèé â ïðèêëàäíûõ 
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì 
Áåññåëÿ è èõ ïðÿìîå ïðèìåíåíèå íà ñåãîäíÿ ÿâëÿåòñÿ 
îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ïðè ðå-
øåíèè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèÿ äîñòîâåð-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.      
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§ 5. Разложение в степенные ряды  
функций Бесселя с произвольным индексом

Â óðàâíåíèè (2.1.5), ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå 
Áåññåëÿ, âñå âõîäÿùèå â íåãî ïðîèçâîäíûå è ñòåïåíè ïåðå-
ìåííîé ÷åòíûå, ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ó÷åòîì 
çàìåíû (2.1.6) èñïîëüçóþòñÿ ÷åòíûå ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ. 

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåñ-

ñåëÿ (2.1.1) ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ìåòîäîì 
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëàãàÿ, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå 
ñóùåñòâóåò è ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. 

z(x)=    a  x            (2.5.1)
Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.5.1) â óðàâíåíèå (2.1.1):

0=    (p+2k)(p+2k—1)a  x      +

  +(p+2k)a  x     —   a  x     +a  x    
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà ïðè âñåõ 

çíà÷åíèÿõ ïåðåìåíîé ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû äëÿ êàæ-
äîé èç ñòåïåíè ïåðåìåííîé:

k=0    (p+2k)(p+2k—1)+(p+2k)—  =  0   

  k       (p+2k)(p+2k—1)+(p+2k)—  a +
              +a   =  0

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì îòíîøåíèÿ:

p =    è  p=   ïðè  l 0        (2.5.2)
4k ( +k )a  +a   =0  è a  ïðîèçâîëüíî

2 2 2



k=0
 k

p+2k



k=0
 k

p+2k

k
p+2k 2

k
p+2k

k
p+2k+2

2

2

k

k—1

2 2

k k—1 0
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Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

a  =(—1)—= ...

a  =(—1)——    (2.5.3)

Áîëåå äåòàëüíî èçó÷èì âûðàæåíèå:

g (k , )=( +k ) ... ( +1)      (2.5.4)
Ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà   

(÷àñòíûé ñëó÷àé) âûðàæåíèå ïðèìåò ïðèâû÷íûé âèä:

g (k ,n )=(n +k ) ... (n +1)=(n +k )/n !
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïàêòíîãî âèäà âûðàæåíèÿ (2.5.4) ñ 

íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöè-
îíàëà. Äëÿ îñòàëüíûõ ÷èñåë (â òîì ÷èñëå íåöåëûõ) Ýéëåðîì 
áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà — ãàììà-
ôóíêöèè èëè èíòåãðàëà Ýéëåðà, èìåþùèé ñâîéñòâà:  

(u+1 )=u(u)   ãäå u — ÷èñëà     (1.3.3)
(n+1 )=n!  è  (1 )=1      (1.3.4)
Ýòî ïîçâîëÿåò êîìïàêòíî çàïèñàòü:

g (k , )=( +k +1)/ ( +1)    (2.5.5)

—=(—1)—     (2.5.6)

Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò ñëå-
äóþùèå ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ:

a  =—— ïðè k =0 

a  =——     (2.5.6)

Îáùèé âèä íóëåâîãî ïàðàìåòðà âûáðàí òàê, ÷òî ïðè 
íóëåâîì çíà÷åíèè îòíîøåíèå (2.5.6) òîæå âûïîëíÿåòñÿ.

k
k—1

4k ( +k )
a

0ak

2  k ! ( +k ) ... ( +1)2kk

0

( +1)k

2  k ! ( +k +1)2k
k

0 ( +1)
1

k

k

2
1 

2  k ! ( +k +1)
(—1)

2
1

2k

a
a

Ìû ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèé 
Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàììà-ôóíêöèé Ýéëåðà:

z  (x)=—     —      (2.5.7)
 
Èññëåäóåì ïîëó÷åííûé ðÿä ïîäðîáíåå. Ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé öåëûõ èíäåêñîâ. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ 
èíäåêñà ãàììà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì. 

Ïðè îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ãàììà-
ôóíêöèÿ âûðîæäàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ïîýòîìó ïîëó÷åííîå 
ðàçëîæåíèå â ðÿä (2.5.7) íå èìååò ñìûñëà. 

Утверждение 2. При целых значениях индекса ре-
шение уравнения Бесселя единственное (с точностью до 
константы) и может быть получено разложением в ряд

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Доказательство. Äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëü-
çóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ðåêóððåíòíûìè îòíîøåíèÿìè 
ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ïåðåïèøåì ïåðâîå îòíîøåíèå (2.1.12) äëÿ 
ôóíêöèé ñ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì:

 (x)=— (x)—’(x)        ïðè n l 0    

Âòîðîå ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå (2.1.13) çàïèøåì äëÿ 
ôóíêöèé ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì:

 (x)=— (x)+’ (x)    ïðè n l 0   

Ïîäñòàâèâ â îáà ýòèõ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèÿ íóëå-
âîå çíà÷åíèå èíäåêñà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå òîæäåñòâî: 

 (x)=—’(x)   è  (x)=’(x)      

Îòñþäà  (x)= — (x)  è ýòè äâà ðåøåíèÿ âûÿâèëèñü 
ëèíåéíî-çàâèñèìûìè. Утверждение доказано.
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Утверждение 3. При нецелых значениях индекса 
существуют два частных линейно-независимых  решения 
уравнения Бесселя (с точностью до константы), которые 
могут быть получены разложением в ряд

 (x)=—     — l 0  (2.5.9)

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ðåêóððåíòíûìè îò-
íîøåíèÿìè. Ïðåäñòàâèì èíäåêñ â âèäå

=n+e ãäå 0 < e < 1  è n öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå.
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîãî èíäåêñà e

 (x)=— (x)—’(x)      ãäå 0 < e < 1

 (x)=— (x)+’(x)

Ñîìíèòåëüíûé ñëó÷àé ïîëóöåëûõ èíäåêñîâ èññëåäîâàí 
ðàíåå. Äëÿ ïîëóöåëûõ èíäåêñîâ ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû 
ñ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
ôóíêöèé — ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîãî 
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. 

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé 
äëÿ äðóãèõ íåöåëûõ èíäåêñîâ ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ðå-
êóððåíòíûõ îòíîøåíèé, è ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

(+k+1)=(k+1+)...(k+1— )(—+k+1)
Ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñóùåñòâóåò äâà 

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ïðè 
îòðèöàòåëüíûõ íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä, èìåþò â 
íóëå îñîáåííîñòü è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ïîëî-
æèòåëüíûõ íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ôóíêöèè Áåññåëÿ 
ðàâíû íóëþ, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì èíäåêñîì 
èìååò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â íóëå, ðàâíîå åäèíèöå.

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïðè âñåõ 
çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, èñêëþ÷àÿ âîçìîæíî íîëü.  



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





e+1 x
e

e e

x
e
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 Ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî ðÿäà (2.5.9) îáåñïå÷èâàåòñÿ 
ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà â ëþáîé çàìêíóòîé îáëàñòè ïðè 
ëþáîì îãðàíè÷åííîì çíà÷åíèè íåöåëîãî èíäåêñà, òàê êàê 
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k  âñå ÷ëåíû ýòîãî ðÿäà îãðàíè÷åíû 
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. 

Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì. 

Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ èíäåêñàõ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
ìîäóëÿ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà äîñòèãàåòñÿ ïðè 
k =0 è =0 è ðàâíî 1. 

—  >  ——
 

a  =——  îãðàíè÷åíî ïðè l 0

Ïðè âñåõ äðóãèõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëîâûå 
êîýôôèöèåíòû ðÿäà ìåíüøå íóëåâîãî è ñ ðîñòîì çíà÷åíèé 
k  íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó ðÿäû (2.5.9) 
äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì íå 
ïðåäñòàâëÿþò çàòðóäíåíèé. 

k ! (+k +1)
2

2k

(k +1)! (+k +2)
2

2(k+1)

(+1)


2
1

0

1

Ðèñ. 3. Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà 
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Áûñòðîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ 
ðÿäà (2.5.9) äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè èíäåê-
ñàìè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ ðÿäà äëÿ íåçíà÷èòåëüíî óäàëåííûõ îò íóëÿ ðåøåíèé, 
ãäå ðÿä (2.5.9) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ. Ñ ðîñòîì èíäåêñà 
ôóíêöèé Áåññåëÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ åãî êîýôôèöèåíòîâ 
òàêæå âîçðàñòàåò. 

Äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ íåöåëûì îòðèöàòåëüíûì 
èíäåêñîì â áëèçêîé îêðåñòíîñòè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé èíäåêñà çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàììà-ôóíêöèé â 
ïåðâûõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòàõ ðÿäà (2.5.9) íåîãðàíè÷åííî 
âîçðàñòàþò è  íà÷àëüíûõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà 
áóäóò ìàëû. Ïðè÷åì ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå èíäåêñà , òåì 
áîëüøå íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà áóäóò ìàëî.

lim |(—)|=  äëÿ l 0 è n íàòóðàëüíûå.
Ïîýòîìó íåäàëåêî îò íóëÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ 

îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, áëèçêèì ê öåëîìó, ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé 
íà êîìïüþòåðå íà÷àëüíûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïðå-
íåáðåãàòü. Ñóùåñòâåííûìè äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé 
ìîãóò îêàçàòüñÿ ÷ëåíû ðÿäà ñ íîìåðàìè, áëèçêèìè ê . 
Èãíîðèðîâàíèå ýòîãî èíîãäà ìîæåò ïîâëå÷ü íåñõîäèìîñòü 
èëè íåêîððåêòíîñòü íå ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà.

Ïðè ëþáîì îãðàíè÷åííîì îòðèöàòåëüíîì íåöåëîì 
çíà÷åíèè èíäåêñà çà ñ÷åò íåâûðîæäåííîñòè ãàììà-ôóíêöèé 
Ýéëåðà ðÿä (2.5.9) òàêæå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïðîáëåìû ÷èñ-
ëåííûõ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ðàçëîæåíèÿ ðÿäà ìîãóò 
âîçíèêíóòü âáëèçè ýêñòðåìóìîâ ãàììà-ôóíêöèé îòðèöà-
òåëüíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûå ñ ðîñòîì  äîñòàòî÷íî áûñòðî 
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, äîñòèãàÿ åãî íà áåñêîíå÷íîñòè. 

lim |ext (—)|=0   äëÿ l 0
Îäíàêî èç îáùåé òåîðèè ãàììà-ôóíêöèé Ýéëåðà èç-

âåñòíî, ÷òî îíè äîñòèãàþò ýêñòðåìóìà âáëèçè ïîëóöåëûõ 
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Ðàçëîæåíèå äëÿ íèõ ïîëó÷åíî ÿâíî.  

Ðàçëîæåíèå â ðÿä (2.5.9) ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ 
ïðè çíà÷èòåëüíî óäàëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-
íûõ, ãäå ôóíêöèè Áåññåëÿ âûÿâëÿþò ÷åòêîå àñèìïòîòè÷åñêîå 
ïîâåäåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ ïîëó÷èòü ÿâíî èñõîäÿ èç îáùåãî 
âèäà ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ. Утверждение доказано.

5150

3n

3

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîâåäåíèå ïîëó÷åííûõ 
ðàçëîæåíèé â ðÿä (2.5.9) äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè óñëîâèè, 
÷òî çíà÷åíèå èíäåêñ îòðèöàòåëüíûé è ñòðåìèòñÿ ê öåëîìó 
÷èñëó (ôóíêöèè Áåññåëÿ öåëîãî îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà):

 (x)= lim  —     —   l 0

Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà èìåþò íåóñòðàíèìûå îñîáåí-
íîñòè è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè ïà-
ðàìåòðà ê öåëîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó è íóëþ. Ïîýòîìó 
ïðè ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé (íå 
ðàññìàòðèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðÿäà íà áåñêîíå÷-
íîñòè) ïåðâûå (n—1) ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ:

lim —    — =0

Ïîýòîìó ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äàñò òàêîé ðåçóëüòàò:

 (x)=—     — 

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó m =n +k , ãäå m =0..., ïîëó÷èì:

 (x)=(—1)  (x)       (2.5.11)
Ìû åùå ðàç ïîêàçàëè, ÷òî ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ 

çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ïðÿìîå ðàçëîæåíèå â ðÿä äàåò òîëüêî 
îäíî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, íî 
â áëèæàéøåé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî è êàæäîãî îòðèöà-
òåëüíîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò, íî ïðè 
ñòðåìëåíèè çíà÷åíèÿ èíäåêñà ê öåëîìó ÷èñëó èëè íóëþ 
îíè ñòðåìÿòñÿ äðóã ê äðóãó ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû:

lim  (x)=(—1) lim  (x)      (2.5.12)

Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ôóíêöèé Íåéìàíà — âòîðîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè öåëûõ 
èíäåêñàõ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè íåöåëûõ èíäåêñàõ 
äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è îíè 
äèôôåðåíöèðóåìû. Ðàñêðîåì íåîïðåäåëåííîñòü, ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàâ ïðàâóþ ÷àñòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ:

 (x)= lim——   (2.6.2)

Íàì äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïðåäåëà (2.6.2) äëÿ 
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ — íóëåâîãî èíäåêñà, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü 
íàéäåííûå ðàíåå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Åñëè ýòî âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå 
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, äðóãèå ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ 
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè ðåêóððåíòíûõ îòíî-
øåíèé. 

Îòìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì áûëè ïîëó÷åíû 
áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöèîííûõ ðàçëîæåíèé â ðÿä òîëüêî 
íà îñíîâàíèè îáùåãî âèäà êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, 
ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿ 
íåíóëåâûõ öåëûõ èíäåêñîâ ôóíêöèé Íåéìàíà êîððåêòíî.

 (x)= lim——=

      =——        

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàçëîæåíèå â ðÿä (2.5.9) ïî÷ëåííî 
ïî ïàðàìåòðó , èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèé Ýéëåðà, 
è óñòðåìèâ ïàðàìåòð  ê íóëþ, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

 (x)=— (x)ln —+C —    (2.6.3)

   — —     ——  1+—+...+—

—  (x)cos p— (x)
— sin p


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ä
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—  (x)cos p— (x)
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
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p
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
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§ 6. Цилиндрические функции Неймана  

Â óòâåðæäåíèè 2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåöåëîì èí-
äåêñå óðàâíåíèå Áåññåëÿ èìååò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ 
ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ â 
ðÿä (2.5.9). Îäíàêî â õîäå ðàññóæäåíèé âûÿâèëèñü íåêîòî-
ðûå îñîáåííîñòè ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåê-
ñîì, íåóäîáíûå â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè (íàïðèìåð, ïðè 
ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëå-
íèÿõ íà êîìïüþòåðå). Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â 
÷èñòîì âèäå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ íåöåëûì îòðèöàòåëüíûì 
ïàðàìåòðîì íàõîäÿò äîñòàòî÷íî ðåäêî. 

Äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì (â òîì 
÷èñëå îòðèöàòåëüíûì), êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü îòäåëüíî, 
áûëè íàéäåíû ÿâíûå êîíå÷íûå ðÿäû, ïðåäñòàâëÿþùèå 
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå), 
è ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèé âñåõ 
íåîáõîäèìûõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ. Äëÿ 
ïðàêòè÷åñêèõ íóæä ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ 
ñ áîëüøèìè èíäåêñàìè, ïîýòîìó ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ýòèõ 
ôóíêöèé ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì âûïîëíÿ-
åòñÿ áåç çàòðóäíåíèé. Áëàãîäàðÿ ýòèì îñîáåííîñòÿì ôóíê-
öèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì ÷àñòî 
âûäåëÿþò â îòäåëüíûé êëàññ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñãëàäèòü íåêîòîðûå íåãàòèâíûå îñî-
áåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ íåöåëûì 
îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, Âåáåðîì áûëà ââåäåíà ôóíêöèÿ, 
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñóììó äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ 
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ âèäà è â ëèòåðàòóðå ÷àñòî íà-
çûâàåìàÿ ôóíêöèåé Íåéìàíà: 

 (x)=—äëÿ l 0   (2.6.1)

Ôóíêöèè Íåéìàíà òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü öèëèíäðè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âòîðîãî ðîäà èíäåêñà . Çà ñ÷åò 
ââåäåíèÿ â ôîðìóëó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè 
öåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ôóíêöèè Íåéìàíà ñóùåñòâóþò è 
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè ê ôóíêöèÿì Áåññåëÿ.

 (x)cos p— (x)
sin p





Äëÿ ïîëóöåëîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà ôóíêöèé Íåéìàíà 
ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè 
(ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå). Ðàññìîòðèì îäíîâðåìåííî 
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïàðû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ ñ ïîëîâèííûì èíäåêñîì:

 (x)=—    (2.6.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 
(2.3.1) è ëåììû 2 è 3 îá îáðàòíîì îïåðàòîðå, ñ òî÷íîñòüþ 
äî îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòû â ñòåïåíè ïîëó÷èì îáùèé 
âèä ôóíêöèé Íåéìàíà ïîëóöåëîãî èíäåêñà:

  (x)=(—1) x      — — (2.6.8)

Ôóíêöèè Íåéìàíà, êîòîðûå èíîãäà òàêæå íàçûâàþò 
ôóíêöèÿìè Âåáåðà ïî ôàìèëèè ìàòåìàòèêà, ïðåäëîæèâøåãî 
èõ èñïîëüçîâàíèå, ñâÿçûâàþò äðóã ñ äðóãîì òå æå ñàìûå ðåêóð-
ðåíòíûå îòíîøåíèÿ, ÷òî è êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ. 
Ôóíêöèè Íåéìàíà è Áåññåëÿ ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå è îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó 
ðåøåíèé êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, â òîì ÷èñëå 
äëÿ öåëûõ è ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé èíäåêñà.

Ôóíêöèè Íåéìàíà èìåþò â íóëå íåóñòðàíèìóþ 
îñîáåííîñòü. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì 
Íåéìàíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, êîòîðûå 
ÿâëÿþòñÿ «íåèäåàëüíûìè». Âíà÷àëå èññëåäóåòñÿ âàðèàíò 
ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ äëÿ «õîðîøåé» çàäà÷è, 
çàòåì èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå è ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à ñ ôóíêöèÿìè Íåéìàíà.

Íàïðèìåð, â çàäà÷å ñ êîëåáàíèÿìè òîíêîé êðóãëîé 
ìåìáðàíû èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ, 
åñëè ìåìáðàíà öåëüíàÿ («õîðîøàÿ ìåìáðàíà»), è äîáàâëÿåòñÿ 
ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì Íåéìàíà, åñëè â ìåìáðàíå èìå-
åòñÿ êðóãëîå îòâåðñòèå («ìåìáðàíà ñ äåôåêòîì»). 

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïî ïîâåðõíîñòè êðóãëîãî îçåðà 
ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ôóíêöèé Áåññåëÿ. Íî 
åñëè â îçåðå íàõîäèòñÿ îñòðîâ, êîòîðûé áóäåò èñêàæàòü 
èäåàëüíóþ êàðòèíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ê ðåøåíèþ îáÿ-
çàòåëüíî äîáàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Íåéìàíà. 

54 55

sin x cos 0,5p—cos x
sin 0,5p

n+1/2

1/2

—2
p

n n+1/2 n
x
1/2 (x)

*

*

ãäå C — ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 
êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 0,5772157...

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ äëÿ ãàììà-ôóíê-
öèé Ýéëåðà, ïðèâîäèìûå çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà:

C= lim 1+—+...+— — ln n  h 0,5772157...

—   =—C   ãäå k — öåëûå ÷èñëà

—   =—C +1+—+...+—   (2.6.4)

Ïðåäåë ôóíêöèé Íåéìàíà äëÿ íåíóëåâîãî öåëîãî èí-
äåêñà òàêæå íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ èç (2.6.2): 

 (x)= lim (x)= lim————

    —  p  (x)sin p +p —cos p

    =—lim — — (—1) —    (2.6.5)

Ôóíêöèè Íåéìàíà äëÿ öåëîãî èíäåêñà â îáùåì ñëó-
÷àå èìåþò âèä:

 (x)=— (x)ln —+C ————      ——

   — —     ——     —

   ——     —   — +   — 

n3

1 1
n2

(u)
’(u) u=0

(u)
’(u) u=k

1 1
k-12

2
p 2

x

n-1

k=0


k !(k +n)!

k
(—1) (x/2)

n+2k

n 3n  3n
1

p cos p
ä (x)
ä



ä (x)
ä


1
p 3n

nä (x)
ä
 ä (x)

ä


n n

1
p k!

(n —k —1)!
2
x -n+2k

1
p
 n+k

m=1


k

m=1
1

m
1
m

1
p

(2.6.6)

2
x n 1

n!
n

k=1
 k

1

k=1
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§ 7. Другие цилиндрические функции  

Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé 
êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèé Áåññåëÿ 
(íåîòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà) è ôóíêöèé Íåéìàíà — òàêæå 
ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ñóùåñòâóåò 
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ýêñïîíåíòû îò ÷èñòî ìíèìîãî àðãó-
ìåíòà ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ôóíêöèè:

exp ix=cos x+isin x  ãäå i =—1      (2.7.1)

exp ix=   — =   (—1) —+i(—1) —

Åñëè ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè ìåæäó 
ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ìîæíî 
ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûé êëàññ ôóíêöèé. Öèëèíäðè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè òðåòüåãî ðîäà èëè ôóíêöèÿìè Ãàíêåëÿ 
íàçûâàþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè: 

 (x)= (x) i (x)   ãäå i =—1       (2.7.2)
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Íåéìàíà (2.6.1) ÷å-

ðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ, ìîæåì çàïèñàòü: 

 (x)=———       (2.7.3)

Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè èìåþò 
êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è ïðè öåëûõ 
èíäåêñàõ, êîòîðûå ïîëó÷àþò ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Â çàäà÷å î ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 
ôóíêöèè Áåññåëÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà ÿâëÿþòñÿ îá-
ðàçîì ñòîÿ÷åé âîëíû. Ôóíêöèè Ãàíêåëÿ ïîçâîëÿþò äàòü 
îáðàç ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû. Ïîýòîìó ôóíêöèè 
Ãàíêåëÿ èãðàþò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ, îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â 
íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ôóíêöèè Ãàíêåëÿ èñïîëüçóþòñÿ 
íå òîëüêî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íî è â íåêîòîðûõ àñ-
ïåêòàõ òåîðèè ôóíêöèé  Áåññåëÿ.    

2



k=0
 ix

k !


k=0
 k k

(2k)!
x

(2k+1)!
x2k 2k+1k


2



  i sin p



 (x)— (x)expip 

Â çàäà÷å íà èçãèá äëèííîãî öåëüíîãî êðóãëîãî 
öèëèíäðà èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ, íî â çàäà÷å íà 
èçãèá ïîëîãî âíóòðè öèëèíäðà (òðóáà ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì 
îòâåðñòèÿ) äîáàâëÿþòñÿ ôóíêöèè Íåéìàíà, è èìåííî îíè 
îáåñïå÷èâàþò îïèñàíèå ïàðàäîêñàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ê èç-
ãèáó ïîëîãî öèëèíäðà ïî ñðàâíåíèþ ñ öåëüíûì. 

Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê êîððåêòíîìó îïèñàíèþ íåâûïóêëûõ 
îáúåêòîâ — òàâðîâûõ è äâóòàâðîâûõ áàëîê ïî ñðàâíåíèþ ñ 
îáûêíîâåííûìè áàëêàìè, ïðÿìîóãîëüíûìè â ñå÷åíèè. 

Èìåííî ôóíêöèè Íåéìàíà ïîçâîëÿþò êîððåêòíî îïè-
ñàòü óñòîé÷èâîñòü áàëîê ñëîæíîé ôîðìû, ïóñòîòåëûõ òðóá 
è òîíêèõ ëèñòîâ, ñôîðìèðîâàííûõ â ôîðìå ãàðìîøêè, ê 
èçãèáó è ïîâûøåííûì íàãðóçêàì, ïðè êîòîðûõ ïëîñêèå ëè-
ñòû è ïðÿìîóãîëüíûå áàëêè óæå ñèëüíî ïðîãèáàþòñÿ.

Ôóíêöèè Íåéìàíà ïîçâîëÿþò êîððåêòíî îïèñûâàòü 
ïðîöåññ âáëèçè íåêîòîðîé îñîáåííîñòåé äëÿ òîé èëè èíîé 
çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé íåèäåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì íåêèé îäèíîêèé îñòðîâ, ñòîÿùèé 
ïîñðåäè ìîðÿ, ïî êîòîðîìó ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîë-
íû. Âäàëè îò îñòðîâà âîëíû âåäóò ñåáÿ èäåàëüíî, ñòðîãî 
ïîä÷èíÿÿñü âîëíîâîìó óðàâíåíèþ. Îäíàêî óæå â íåêîòîðîé 
îêðåñòíîñòè îñòðîâà âîçíèêàþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, êîòîðûå íà óäàëåíèè îò îñòðîâà 
äîñòàòî÷íî áûñòðî ñãëàæèâàþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ íåçàìåòíûìè. 
Ýòî íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé 
Íåéìàíà âáëèçè íåêîòîðîé îñîáåííîñòè. 

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè Íåéìàíà èãðàþò îãðîìíóþ 
ðîëü äëÿ òî÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ «íåèäå-
àëüíûõ ïðîöåññîâ ñ äåôåêòàìè» â îêðåñòíîñòè îñîáåí-
íîñòè. Èãíîðèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 
ôóíêöèÿì Íåéìàíà ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 
ñ îñîáåííîñòÿìè ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ íåêîððåêòíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïîÿâëåíèþ íåóñòðàíèìûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïñåâäîïàðàäîêñîâ.

Åñëè ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëèòåëüíûõ 
ïðîöåññîâ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ óíèâåðñàëåí è îáåñïå÷èâàåò 
õîðîøóþ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, òî ïåðåä ïîñ-
òðîåíèåì ìîäåëè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ôóíêöèé 
Íåéìàíà íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî àíàëèòè÷åñêè èçó÷èòü 
èõ ïîâåäåíèå, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî èñïîëüçîâàòü òîò èëè 
èíîé àëãîðèòì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûñîêà âåðîÿòíîñòü íå-
ïðàâèëüíûõ âû÷èñëåíèé è íåñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ. 
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 (x)= lim (x)= lim———

 (x)=— (—1)  lim — (x)— — (x)
×åðåç ðàçëîæåíèå â ðÿä ñ ïîñëåäóþùèì äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì  ïî ïàðàìåòðó  ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò 
ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Â ñëó÷àå öåëîãî èíäåêñà ôóíêöèè Ìàê-
äîíàëüäà ïðèìóò âèä:

 (x)=(—1)   (x)ln — —C +   (2.7.7)

   + —     (—1) ——     +

   +(—1)      —   — +   —
Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ è ôóíêöèÿ 

Ìàêäîíàëüäà îáðàçóþò îáùåå ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  = 0     (2.7.2)
z(x)=c  (x)+c  (x)      (2.7.8)
Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ ìîäèôè-

öèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè 
ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè èíäåêñà ãðàôèêè ôóíêöèé íà-
ïîìèíàþò ãèïåðáîëó 

z(x)xconst 
è ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé ðàñòóò 

âìåñòå ñî çíà÷åíèåì èíäåêñà. Ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè 
Áåññåëÿ ìîíîòîííî ðàñòóò ñ ðîñòîì ïåðåìåííîé. Ôóíêöèè 
Ìàêäîíàëüäà èìåþò â íóëå íåóñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü è 
ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì ïåðåìåííîé, ñòðåìÿñü ê íóëþ 
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèè àêòóàëüíû â ýëåêòðîäèíàìèêå.

n 3n 
—  (x)— (x)

— sin p
 

ä
ä

ä
ä

3n
p
2

n 2
1 n

3n
ä
ä

ä
ä 

2
p

2
xn-1

k=0


k !(k +n)!
(x/2)

n+2k

n
n+1

1
k!

(n —k —1)!
2

-n+2k

k=0

 n+k

m=1


k

m=1
1

m
1
m

n

k

n

2 2 2

21  

Çàìåíèì â óðàâíåíèè Áåññåëÿ è ðàçëîæåíèè â ðÿä 
ôóíêöèé Áåññåëÿ äåéñòâèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x íà ÷èñòî 
ìíèìóþ ïåðåìåííóþ ix è çàïèøåì: 

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  = 0     (2.7.2)

 ( ix)=    (—1) ——

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà èìååò 
îïðåäåëåííîå íåóäîáñòâî — ïðè ÷åòíîì èíäåêñå îíà ÿâëÿ-
åòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, à ïðè íå÷åòíîé — ÷èñòî ìíèìîé ôóíê-
öèåé. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî íåóäîáñòâà è ïîëó÷èòü 
äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà, 
ââîäÿò ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ: 

 (x)= ( ix)exp ip/2       (2.7.3)

 (x)=    ——      (2.7.4)

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ÷àñòíîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.7.2), íàçûâàåìîãî ìîäèôèöèðîâàííûì 
óðàâíåíèåì Áåññåëÿ, îáû÷íî ïðèíèìàþò ôóíêöèþ, íàçûâà-
åìóþ ôóíêöèåé Ìàêäîíàëüäà, êîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíà ïðè 
ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì çíà÷åíèè èíäåêñà: 

 (x)=— (x)      (2.7.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà íåöåëîãî èíäåêñà 
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ëèíåéíî-íå-
çàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèé Áåññåëÿ 
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà: 

 (x)= ——      (2.7.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà 
öåëîãî èíäåêñà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé Íåéìàíà öåëîãî èíäåêñà — äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.

2 2 2





k=0
 k ix /2)2k+

k ! (+k +1)

 





k=0
 x/2)2k+

k ! (+k +1)

2
ip exp ip/2

 

p
2  sin p

 (x)— (x) 



6160

Ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ñïðàâà (ñî ñòîðîíû ïîëîæè-
òåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé) ôóíêöèÿ Áåññåëÿ óáûâàåò. 
Ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ íåöåëûì 
îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è èìå-
åò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ.

Неограниченные функции Неймана. Âñå ôóíêöèè Íåé-
ìàíà â íóëå èìåþò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ è ñòðåìÿòñÿ ê 
áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå íåöåëîãî èíäåêñà èñïîëüçóåòñÿ 
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Íåéìàíà ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ 
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà (2.6.1) è îñîáåí-
íîñòè ïîâåäåíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî ôóíêöèé Áåññåëÿ: 

lim   (x)= — äëÿ = n       (2.8.4)
Ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà èñïîëü-

çóåì íà÷àëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ðÿäà (2.6.6): 

 (x)d — (x) ln — — —(n— 1)!—     (2.8.5)
Ñòðåìëåíèå ê áåñêîíå÷íîñòè îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì 

ëîãàðèôìè÷åñêîãî è ñòåïåííîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ðÿäà.
Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò òîëüêî 
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé — ïîèñê ðåøåíèé 
çàäà÷ ïðîèçâîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. 

Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîãî èíäåêñà è ðàçëîæåíèÿ â ðÿä â äîñòàòî÷íî 
ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü î÷åíü õîðîøèå 
áûñòðî ñõîäÿùèåñÿ êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå 
èç ìàëîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà. 

Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Íåéìàíà â ìà-
ëûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ è ðàçëîæåíèÿ â ðÿä èìååò îïðå-
äåëåííûå îñîáåííîñòè. 

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå 
ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû, íåîáõîäèìî èñêëþ÷àòü 
èç ðàññìîòðåíèÿ ìàëûå îêðåñòíîñòè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ 
ïåðåìåííîé ôóíêöèé Íåéìàíà — îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé 
ôóíêöèè Íåéìàíà èìåþò âûðàæåííóþ íåóñòðàíèìóþ 
îñîáåííîñòü è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîâåäåíèå ôóíê-
öèé Íåéìàíà è ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â öåëîì â ýòîé 
«êðèòè÷åñêîé» îêðåñòíîñòè èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî.  

x3+0
/

2
p 2

x
n n

1
p

2
x

n

§ 8. Поведение цилиндрических функций  
в окрестности нуля  

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé â 
îêðåñòíîñòè íóëÿ — ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííîé. Î ïîâåäåíèè ýòèõ ôóíêöèé ìû ìîæåì ñóäèòü, 
èññëåäóÿ ïîâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ (2.5.8), (2.5.9) è (2.6.6) â 
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ÷ëåíû ýòèõ ðÿäîâ 
óáûâàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî, ïîâåäåíèå ôóíêöèé ìîæíî 
îïðåäåëèòü ïî íåñêîëüêèì ïåðâûì ÷ëåíàì ðàçëîæåíèÿ ðÿäà. 
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Ограниченные функции Бесселя с нулевым индексом. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå (2.5.8) â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ìû ìîæåì 
çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåíåáðåãàÿ áûñòðîóáûâàþùèìè ÷ëåíàìè

  (x)d 1 — x /4 + ...     è   (0)=1       (2.8.1)
Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ íóëåâûì èíäåêñîì â íóëå ðàâíà 

åäèíèöå è óáûâàåò âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ограниченные функции Бесселя с ненулевым индексом. Ðàñ- 
ñìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà:

 (x)d— äëÿ >0 è  (0)=0     (2.8.2)

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ íåíóëåâûì èíäåêñîì â íóëå ðàâíà 
íóëþ è âîçðàñòàåò âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Неограниченные функции Бесселя с нецелым индексом. Ðàñ- 
ñìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïðè ëþáûõ íåöåëûõ îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà:

 (x)d— äëÿ >0       (2.8.3)

lim   (x)= + — íåóñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü.
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
x 

2  (+1) 

2
x  (—+1)





x3+0
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§ 9. Корни решений уравнения Бесселя  

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêèå êîðíè èìåþò ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîâåäåíèå 
ôóíêöèé Áåññåëÿ âäàëè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì 
óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå Áåññåëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

(x)=y (x)/   x     äëÿ âñåõ          (2.1.6)
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ëþáîì îãðàíè÷åííîì çíà÷åíèè 

èíäåêñà ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó 
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: 

lim——=0   äëÿ âñåõ     (2.9.1)

Ïîýòîìó åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî è êîðíè óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ ïðè óäàëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé 
áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê êîðíÿì âîëíîâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ ïðè âñåõ îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà:

y ’’(x)+y (x)=0  äëÿ âñåõ       (2.9.2)
Ïðè äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïåðå-

ìåííîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.5) ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîé 
êîìáèíàöèè äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
êîëåáàòåëüíûõ ôóíêöèé: 

y (x) с sin x +с cos x  ïðè x3+    (2.9.3)
Åñëè ðàññìàòðèâàòü äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ 

ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâå 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì 
è îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì (èëè ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåé-
ìàíà), ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîðíè ôóíêöèé Áåññåëÿ 
ñóùåñòâóþò è ïðè ðîñòå ïåðåìåííîé ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿí-
íîìó èíòåðâàëó p . Èññëåäîâàíèå êîðíåé ôóíêöèé Áåññåëÿ 
èñòîðè÷åñêè ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

x
—1 /2 +1 /2 

2 







—

21

x3 x
—1 /2 +1 /2 

2

Утверждение 4. Все корни решений уравнения Бес-
селя, кроме возможно нуля, являются простыми.

Доказательство. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ öèëèíäðè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ z(x) , èìåþùóþ êîðíè ïðè îòëè÷íûõ îò 
íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé: 

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí 

êîðåíü ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ 
ïðîñòûì è èìååò ïîðÿäîê âûøå åäèíèöû, ýòî çíà÷èò, ÷òî 
è ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ:

z(x  )  = 0   è  z ’(x  )  = 0  ïðè x = 0
Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ïîëó-

÷èì òðåáîâàíèå òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. 

z ’’(x  )  = 0    ïðè x = 0
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå Áåññåëÿ è ïîäñòàâèì 

òóäà ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîðíÿ ôóíêöèè, ïåðâîé è âòîðîé 
ïðîèçâîäíûõ. Ìû ïîëó÷èì òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ òðå-
òüåé ïðîèçâîäíîé ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé. 

Ïðîäîëæàÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, ïî àíàëîãèè äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî 
íóëþ âñåõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ 
ïåðåìåííîé. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ðàíåå ìû äîêàçàëè 
ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. 

Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ âíå íóëÿ ìîæåò 
èìåòü òîëüêî ïðîñòûå êîðíè. Утверждение доказано.

Åñëè ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì 
èìåþò êîðåíü â íóëå, òî åãî ïîðÿäîê ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì 
ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ýòî ñëåäóåò èç âèäà ðàçëîæåíèÿ ðÿäà.

Ïðè çíà÷åíèè èíäåêñà áîëüøå —1 ôóíêöèè Áåññåëÿ 
íå èìåþò ÷èñòî ìíèìûõ è êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Ýòî ñëå-
äóåò èç ñâîéñòâ ôóíêöèé è ñîïðÿæåííûõ èíòåãðàëîâ, 
â êîòîðûå òðàíñôîðìèðóþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè 
çàìåíå äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî íà ÷èñòî ìíèìûé 
(ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèè Ìàêäî-
íàëüäà, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå èëè óáûâàþùèå íà ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñè). 
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Утверждение 5. Корни последовательных решений 
уравнения Бесселя перемежаются друг с другом:

z (x  )  = z (x )  = z (x )  = z (x )  =...=0 

где  0mx < x < x < x < ...   äëÿ l 0    (2.9.4)
Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûìè îò-

íîøåíèÿìè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, óìíîæåííîå íà 
íåêîòîðóþ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ:

—x z (x) = w x    z (x)+x z ’ (x)     (2.9.5)

z (x)=  — z (x)— z ’ (x)   äëÿ âñåõ 
Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå (2.9.5)
 
—x z (x) = w x    z (x)+

  +x — z (x)—z (x )
Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü ââåäåííîå 

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà w, ðàâíîå w = —   çíà÷åíèÿ èíäåêñà 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, òîæäåñòâî ïðèìåò âèä: 

—x z (x) = — x z (x  )      (2.9.6)
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ 

èíäåêñîì  è äâà åãî ñîñåäíèõ êîðíÿ: 
z (x  )  = z (x )   äëÿ x < x

 +1 +121 43
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
x +1

0,5

0

-0,5

x

Ðèñ. 4. Ïåðåìåæàþùèåñÿ êîðíè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

z (x)

+1z  (x)x
x

x x1

2

3 4

dx
d


-

+1
-

1 3 1 3

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ðîëëÿ, ìåæäó äâóìÿ ñîñåä-
íèìè êîðíÿìè ãëàäêîé è äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, óì-
íîæåííîé íà ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ, íå ìåíÿþùóþ çíàêà, 
äîëæåí íàõîäèòüñÿ õîòü îäèí ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì, â 
êîòîðîì ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáðàùàåòñÿ â 
íîëü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà , ÷òî

0m x <  < x     è    z ()’ =0    (2.9.7)
Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (2.9.6), 

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, ìû 
äîêàçàëè, ÷òî ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì  äîëæåí íàõîäèòüñÿ õîòÿ áû îäèí 
êîðåíü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñîì +1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì +1 íàõîäèòñÿ 
õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì 
 , ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóÿ âòîðîå ðåêóððåíòíîå 
îòíîøåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

z (x)=  — z (x  )+ z ’  (x)   äëÿ âñåõ 

—x z (x) = w x    z (x)+x  z ’  (x)  =

    =  w x    z (x)+x z (x)— — z  (x)
Åñëè ïîëîæèòü ââåäåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà w, ðàâ-

íîå w =   çíà÷åíèþ èíäåêñà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, 
òîæäåñòâî ïðèìåò âèä: 

—x z  (x) = x z (x )       (2.9.8)
Ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî êîðíÿ äîêàçûâàåòñÿ 

àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ â îáå 
ñòîðîíû äëÿ äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ñâÿçàí-
íûõ ðåêóððåíòíûìè îòíîøåíèÿìè, ìû äîêàçàëè íå òîëüêî 
ñóùåñòâîâàíèå ïåðåìåæàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì êîðíåé, íî 
è òî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êîðíÿìè îäíîãî ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí êîðåíü ñâÿçàííîãî 
ñ íèì ðåêóððåíòíûìè îòíîøåíèÿìè äðóãîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ èíäåêñà, îòëè÷íîãî íà åäèíèöó.  

Утверждение доказано.

1 2 

 +1

x +1

w w-1 w
dx
d

+1 +1 +1

w-1
+1

w



x +1


+1dx

d



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Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, 
ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, òî îíè 
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ:

z (x)z ’ (x)—z ’ (x)z (x)= c /x     (2.9.9)
ãäå c= 0  — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Åñëè ìû ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå Áåññåëÿ

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  =0     (2.7.2)
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ïîëîæè-

òåëüíûì èíäåêñîì è óìíîæèì íà ðåøåíèå ñ ôîðìàëüíûì 
îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, à çàòåì â ýòî æå óðàâíåíèå ïîä-
ñòàâèì ðåøåíèå ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, óìíîæåííîå 
íà ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì, à çàòåì âû÷òåì 
ïåðâîå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî, ìû ïîëó÷èì:

z (x)—xz (x) —z (x)—xz (x) = 0

èëè —x(z (x)z ’ (x)—z ’ (x)z (x)) = 0

Ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, 
ïîëó÷èì òîæäåñòâî (2.9.9), êîòîðîå è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî 
èëè âðîíñêèàíîì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ: 

Â(z (x) , z (x))=                       (2.9.10)

Åñëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå, 
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ íèõ íåâûðîæäåííûé. Åñëè 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûå, îïðåäåëèòåëü 
Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî âûðîæäàåòñÿ â íîëü. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî äëÿ ôóíêöèé 
Áåññåëÿ âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â ðÿä 
è ïîëó÷èì êîíñòàíòó ïðè íåêîòîðîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè 
ïåðåìåííîé. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî èìååò âèä 
(2.9.9), óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà x è ïîëîæèì 
íóëåâîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé (óäîáíîå ïðè ðàññìîòðåíèè 
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä). 

 -  -
/ 

2 2 2

dx
d

 - dx
d

- 

dx
d

 - -

 -

z (x)   z (x)
z ’ (x)  z ’ (x)

 -

 -

 (x)=—1+O(x )      (2.9.11)

’ (x)=—1+O(x )
ãäå lim O(x ) /x < — îáîçíà÷åíèå.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â (2.9.9) è çàïèøåì 

 (x)’ (x)—’ (x) (x)=

  = ——+O(x)        

Îòñþäà ïîëó÷èì çíà÷åíèå êîíñòàíòû c è îïðåäåëèòåëÿ 
Âðîíñêîãî äëÿ äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ, 
ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

 (x)’ (x)—’ (x) (x)= ——    (2.9.12)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå 
ìåæäó âòîðîé ïàðîé ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûì 
èíäåêñîì è ôóíêöèè Íåéìàíà, ñóùåñòâóþùèõ ïðè âñåõ 
çíà÷åíèÿõ èíäåêñà (âêëþ÷àÿ è öåëûå):

 (x) ’ (x)—’ (x) (x)= 2 /p x)    (2.9.13)
Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ êîðíåé äâóõ ëèíåéíî-íå-

çàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èñïîëüçóåì ïîëó÷åí-
íûé îáîáùåííûé îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî (2.9.9), êîòîðûé â 
ýòîì ñëó÷àå íå âûðîæäåí.

Утверждение 6. Корни двух линейно-независимых 
решений уравнения Бесселя, имеющих один и тот же 
индекс, перемежаются друг с другом.

z (x  )  = z (x )  = z (x )  = z (x )  =...=0 

где  0mx < x < x < x < ...   äëÿ l 0    (2.9.14)





(+1)
2

2( )
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2


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x30
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 -  -

x
1 —2

(+1)( ) x30

 -  - xp
2 sin p

  
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Доказательство. Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ 
êîðíÿ îäíîãî èç ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ (äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñ ôîðìàëüíî 
ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì)

z (x  )=z (x )=0
Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííûì ðàíåå óòâåðæäåíèåì, ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ âíå íóëÿ èìåþò òîëüêî ïðîñòûå 
êîðíè, à çíà÷èò ïðîèçâîäíûå íà êîðíÿõ íå ðàâíû íóëþ:

z ’ (x  )=0   è   z ’ (x  )=0
Ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êîðíÿìè ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íå 

ìåíÿåò çíàê, îíà ëèáî òîëüêî ïîëîæèòåëüíàÿ, ëèáî òîëüêî 
îòðèöàòåëüíàÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåæäó ýòèìè 
êîðíÿìè èìååò äîñòèæèìûé ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì èëè 
ìèíèìóì), à ïðîèçâîäíàÿ äîñòèãàåò íà ýêñòðåìóìå íóëåâîå 
çíà÷åíèå è ìåíÿåò ñâîé çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé: 

sign z ’ (x  ) = (—1) sign z ’ (x  )
Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êîðíÿ 

ðåøåíèÿ ôîðìàëüíî ïîëîæèòåëüíîãî èíäåêñà áóäåò:

—z ’ (x  )z (x  )= c /x
—z ’ (x  )z (x  )= c /x
Èç-çà òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íåîòðèöàòåëüíàÿ, à ïðî-

èçâîäíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì 
èíäåêñîì íà êîðíÿõ ìåíÿåò çíàê, èç ïîëó÷åííûõ îòíîøåíèé 
ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì òàêæå ìåíÿåò çíàê:

sign z (x  ) = (—1) sign z (x  )
Åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ 

ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îíà èìååò íà íåì õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Òî, ÷òî 
ìåæäó äâóìÿ êîðíÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íàõîäèòñÿ 
òîëüêî îäèí êîðåíü âòîðîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ, ïðèìåíèâ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè 
ñ ôîðìàëüíî îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì. Òàêèì îáðàçîì, 
êîðíè ïåðåìåæàþòñÿ ó ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îä-
íîãî óðàâíåíèÿ è ðåøåíèé, ñâÿçàííûõ ðåêóððåíòíûì îòíî-
øåíèåì, èíäåêñ êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó. 

1 3 

 1  3
/ / 

1 3 

-

-





1 1 1

3 3 3

1- - 3

Åñëè êîðíè äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ âíå íóëÿ ñîâïàäóò, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòíîøåíèþ  
(2.9.9) è âûðîäèòñÿ. Ïîýòîìó êîðíè äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ 
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì íå 
ñîâïàäàþò, à ïåðåìåæàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Утверждение доказано.
Äëÿ íàèìåíüøèõ (áëèæàéøèõ ê íóëþ) íåâûðîæäåííûõ 

êîðíåé ôóíêöèè Áåññåëÿ âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ:

 (x )=0    äëÿ l 0 è x >0      (2.9.15)

   (+2)  < x  <   2(+1)(+3)

   (+2)  < x’ <   2  (+1)

   (—1)  < x’’ <    —1

Åñëè êîíêðåòíûé êîðåíü ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò 
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà — èíäåêñà , òî âûÿâèòñÿ, ÷òî ýòó 
ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíî âîçðàñòà-
þùóþ ôóíêöèþ àðãóìåíòà .

Ïðè âîçðàñòàíèè èíäåêñà  — ïàðàìåòðà ïåðâûé íå-
íóëåâîé êîðåíü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ óäàëÿåòñÿ îò 
íóëÿ. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ñ êàæäûì ïîñëåäóþùèì 
êîðíåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ðàññìàòðèâàåìûé êàê 
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòà .

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èìååò êîðíè, îòëè÷íûå îò 
íóëÿ, òî ýòè êîðíè îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. 

Ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè 
íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè èíòåðâàë ìåæäó êîðíÿìè ýòîãî 
ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå. Âîîáùå, èññëå-
äîâàíèå ïîâåäåíèÿ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì Áóðæå, ðàçëè÷íûå 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèè Áåññåëÿ, èíäåêñ 
êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ íà öåëîå ÷èñëî, íå èìåþò îáùèõ êîð-
íåé çà èñêëþ÷åíèåì íóëåâîãî. 

— —






— —

— —
2
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Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå èíòåðåñíûå çàêëþ÷åíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ ïîâåäåíèÿ 
êîðíåé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — â ÷àñòíîñòè, 
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà, îã-
ðàíè÷åííûõ â íóëå.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèè Áåññåëÿ, èíäåêñ êîòîðûõ 
îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó, èìåþò ïåðåìåæàþùèåñÿ êîðíè 
(íàãëÿäíàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4). Áîëåå òîãî, 
ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îäíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ çíà÷åíèå 
äîñòèæèìîãî ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà) ñòðîãî 
íå ñîâïàäàåò ñ íóëåì âòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè 
Áåññåëÿ, è íàîáîðîò (ñìåùåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà). 

Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ðîëëÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé ê ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèè 
Áåññåëÿ, óìíîæåííîé íà íåêîòîðóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ, 
íå ìåíÿþùóþ çíàê (â äàííîì ñëó÷àå ñòåïåííóþ) — îòíî-
øåíèÿ (2.9.6) è (2.9.8). Ýòî ñâîéñòâî îòëè÷àåò ôóíêöèè 
Áåññåëÿ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ôóíêöèé, 
â êîòîðûõ ýêñòðåìóì îäíîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ íóëåì 
äðóãîé, è äåëàåò çàòðóäíèòåëüíûì àíàëèòè÷åñêèé ïîèñê 
ðåøåíèé — òî÷åê, ãäå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

 
 —x  (x) = —F (x)= 0      (2.9.16)
 
Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè Áåññåëÿ íåíóëåâîãî 

èíäåêñà èìåþò êîðåíü â íóëå è â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè 
âîçðàñòàþò. Ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè Áåññåëÿ 
àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèé 
êîðåíü), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó íóëåì è áåñêîíå÷íîñòüþ 
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí äîñòèæèìûé (êîíå÷íûé) ìàêñèìóì 
ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ìàêñèìóìà 
ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîëîæèòåëüíîãî èíäåêñà äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïåðâîãî êîðíÿ è ïåðâîãî ìàê-
ñèìóìà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ áëèæå âñåãî ê íà÷àëó êîîðäè-
íàò, ó ôóíêöèé Áåññåëÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîãî èíäåêñà. 
Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

z ( )— ïåðâûé ìàêñèìóì  (x)       (2.9.17)
x ( )— ïåðâûé ïîñëå íóëÿ êîðåíü  (x)  äëÿ >0
Áóäåì èñõîäèòü èç ïîëîæåíèÿ, ÷òî êîðåíü ñóùåñòâóåò.

dx
d


-

dx
d





Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ïåðâîãî 
êîðíÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííî âîçðàñòàþùåé ñ ðîñòîì èíäåêñà, è íóëåâîé êîðåíü 
ñóùåñòâóåò, ýòî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óáûâàíèè èíäåêñà 
ïåðâûé íåíóëåâîé êîðåíü ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. 

Ìåæäó íóëåì è ïåðâûì êîðíåì ó ôóíêöèè Áåññåëÿ 
íàõîäèòñÿ ìàêñèìóì, êîòîðûé òàêæå ïîñòåïåííî ñìåùàåòñÿ 
ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïðè óáûâàíèè èíäåêñà.

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî èíäåêñà è åå çíà÷åíèå â 
íóëå, ðàâíîå åäèíèöå, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäåëüíîãî 
ïîâåäåíèÿ ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ 
ôóíêöèé ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèÿ èíäåêñà ê íóëþ â îê-
ðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò: 

x ( )3 0  ïðè 3 0    è   z ( )3 0  ïðè 3 0
lim z ( )=  (0 )= 1 
Ôàêòè÷åñêè, ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèÿ èíäåêñà ê íóëþ 

âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïåðâûé ìàêñèìóì òàêæå ñòðåìèòñÿ 
ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ïîêà â ïðåäåëå íå «ñëèïàåòñÿ» ñ íèì 
— ýòî îáúÿñíÿåò êàæóùèéñÿ ïàðàäîêñ è îñîáåííîñòü ïî-
âåäåíèÿ â íóëå ôóíêöèé Áåññåëÿ íóëåâîãî èíäåêñà.

Ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ î÷åíü áîëüøîãî èíäåêñà 
òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî. Ïðè ïðîâåäåíèè áîëüøèí-
ñòâà äîêàçàòåëüñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿä, ìû 
êàæäûé ðàç ïðåäïîëàãàëè, ÷òî çíà÷åíèå èíäåêñà ôóíêöèé 
Áåññåëÿ êîíå÷íî. Îäíàêî ïðè ñòðåìëåíèè èíäåêñà ôóíêöèé 
Áåññåëÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïåðâûé ìàêñèìóì íåîãðàíè÷åííî 
îòîäâèãàåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ê áåñêîíå÷íîñòè, à åãî 
çíà÷åíèå óìåíüøàåòñÿ. 

Ïîýòîìó ïðè ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè èíäåêñà, ðàâíîãî 
áåñêîíå÷íîñòè (íå ðàññìàòðèâàåìûé â òåîðèè ñëó÷àé), àñèìï-
òîòè÷åñêèé ìàêñèìóì ñîâïàäåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì íóëåì, 
è ôóíêöèÿ Áåññåëÿ áåñêîíå÷íîãî èíäåêñà âûðîæäàåòñÿ â 
ïðÿìóþ, ñîâïàäàþùóþ ñ ÷èñëîâîé ïîëóîñüþ.

Íà ïðàêòèêå ïðè ïðîâåäåíèè äîñòàòî÷íî òî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé è ïîñòðîåíèè äîâîëüíî òî÷íûõ ìîäåëåé ïðè ðàç-
ëîæåíèè â ðÿä ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ èñïîëüçóþò íå áîëåå 
8-12 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ, ñâÿçàííûõ äðóã ñ 
äðóãîì ðåêóððåíòíûìè îòíîøåíèÿìè. À äëÿ ðÿäîâûõ ìîäå-
ëåé èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå 3-4 ôóíêöèé Áåññåëÿ.  

30 0
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Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèáîëåå ïðîñòûì è ðåàëüíûì 
ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ êîðíåé è äîñòèæèìûõ ýêñòðåìóìîâ 
(ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ) ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà 
ïîëîæèòåëüíîãî èíäåêñà âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò è íà 
íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåãî ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñîâðå-
ìåííîé êîìïüþòåðíîé òåõíèêè è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû. 

Êîìïüþòåðû äîëæíû èìåòü ÿäðî ïðîöåññîðà äëÿ 
ïðîâåäåíèÿ êîððåêòíûõ âû÷èñëåíèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé 
è âñòðîåííûé â ïðîöåññîð ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîç-
âîëÿþùåé îñóùåñòâëÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ñ 
î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïðîöåññîðà 
äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííî (íà ìíîãî ïîðÿäêîâ) âûøå òîé 
çàäàííîé òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ êîíêðåòíûå àëãî-
ðèòìè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåì ïî ðÿäàì. 

Ïåðåä ïðîâåäåíèåì êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà ðåêîìåíäóåòñÿ 
àíàëèòè÷åñêè èçó÷èòü óðàâíåíèÿ è èñïîëüçóåìûå äëÿ íåãî 
ðàçëîæåíèÿ è ôóíêöèè. Ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò çíà÷åíèÿ 
èíäåêñà, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì — ôóíêöèè, ó 
êîòîðûõ èíäåêñ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ äðóã îò äðóãà, 
âåäóò ñåáÿ î÷åíü ïîõîæèì îáðàçîì è â ïðèáëèæåííûõ 
ïðàêòè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ìîãóò áûòü ñ óñïå-
õîì çàìåíåíû äðóã äðóãîì. 

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ôóíêöèè Áåññåëÿ, 
èíäåêñ êîòîðûõ áëèçîê ê öåëûì è ïîëóöåëûì çíà÷åíèÿì, 
ìîæíî çàìåíÿòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå î÷åíü õîðîøî èçó÷åííûå 
ôóíêöèè Áåññåëÿ öåëîãî è ïîëóöåëîãî èíäåêñà, äåëàÿ 
íåêîòîðóþ ïîïðàâêó íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé (íàïðèìåð, 
íóæíî áðàòü íåñêîëüêî áîëüøå ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ðÿäà 
äëÿ ïîïðàâêè òî÷íîñòè). Ôóíêöèè Áåññåëÿ öåëîãî èíäåêñà 
ïðàêòè÷åñêè î÷åíü õîðîøî èçó÷åíû, à çíà÷åíèÿ ïîëóöåëîãî 
èíäåêñà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ êîíå÷íûå ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿä ïî àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì.  

Íèêîãäà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ñëèøêîì áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ôóíêöèé Áåññåëÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèé, òàê êàê 
÷ðåçìåðíîå óâåëè÷åíèå èõ êîëè÷åñòâà íèêîãäà íå ïðèâåäåò 
ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ïðàêòè÷åñêèõ êîìïüþòåðíûõ âû-
÷èñëåíèé, à òîëüêî ñîçäàñò íåîïðàâäàííûå íàãðóçêè íà 
âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó, ïðîöåññîð è ìîæåò óõóäøèòü 
ñõîäèìîñòü îòäåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Â ñëó-
÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ íåêîððåêòíûõ ïðîöåññîðîâ ðåçóëüòàò 
èçáûòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ñèëüíî èñêàæåí èç-çà 
ëàâèíîîáðàçíîãî íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé.

 

Таблица значений функций Бесселя целого  
и полуцелого индекса при целых значениях переменной

 

  (1)  (2)  (3)  (4)  (5)

0 0.765 0.224 0.260 0.397 0.178 
0.5 0.671 0.513 0.065 0.302 0.342 
1 0.440 0.577 0.339 0.066 0.328 
1.5 0.240 0.491 0.478 0.185 0.170 
2 0.115 0.353 0.486 0.364 0.017 
2.5 0.050 0.224 0.413 0.441 0.240 
3 0.020 0.129 0.309 0.130 0.365
3.5 0.007 0.069 0.210 0.366 0.410 
4 0.002 0.034 0.132 0.281 0.391 
4.5 0.001 0.016 0.078 0.199 0.334 
5 0.000 0.007 0.043 0.132 0.261 
5.5 0.000 0.002 0.022 0.083 0.191 
6 0.000 0.001 0.011 0.049 0.131 
6.5 0.000 0.000 0.001 0.028 0.086

Первые пять корней функций Бесселя 
целого индекса = 0, 1, 2 и 3

корни 0(x)=0 1(x)=0 2(x)=0 3(x)=0 0(x)=0

  1  2.405 3.832 5.136 6.380 0.894

  2  5.520 7.016 8.417 9.761 3.958

  3 8.654 10.173 11.620 13.015 7.086

  4 11.791 13.324 14.796 16.223 10.222

  5 14.931 16.471 17.960 19.409 13.361
 
 Ïðèâåäåííûå òàáëèöû íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò õàðàêòåð 

ïîâåäåíèÿ êîðíåé ôóíêöèé Áåññåëÿ è äàþò ïðèáëèæåííûå 
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâåðòîãî 
çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.


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Таблица значений функций Бесселя и Неймана 

x 0(x) 1(x) 2(x) 0(x) 1(x) 2(x)
0 1.0 0.0 0.0 — — —
0.5 0.938 0.242 0.031 -0.445 -1.471 -5.440
1 0.765 0.440 0.115 0.088 -0.781 -1.651
1.5 0.512 0.558 0.232 0.382 -0.421 -0.932
2 0.244 0.577 0.353 0.510 -0.107 -0.617
2.5 -0.048 0.497 0.446 0.498 0.146 -0.381
3 -0.260 0.339 0.486 0.377 0.325 -0.160
3.5 -0.380 0.137 0.459 0.189 0.410 0.045
4 -0.397 -0.066 0.364 -0.017 0.398 0.216
4.5 -0.321 -0.231 0.218 -0.195 0.301 0.338
5 -0.178 -0.328 0.046 -0.309 0.148 0.368
5.5 -0.007 -0.341 -0.117 -0.339 -0.024 0.331
6 0.151 -0.277 -0.243  -0.288 -0.175 0.230
6.5 0.260 -0.154 -0.307 -0.173 -0.274 0.089
7 0.300 -0.005 -0.301 -0.026 -0.303 -0.061
7.5 0.266 0.135 -0.230 0.117 -0.259 -0.186
8 0.172 0.235 -0.113 0.244 -0.158 -0.263
8.5 0.042 0.273 0.022 0.270 -0.026 -0.276
9 -0.090 0.245 0.145 0.250 0.104 -0.227
9.5 -0.194 0.161 0.228 0.171 0.203 -0.128
10 -0.246 0.043 0.255 0.056 0.249 -0.006
11 -0.171 -0.177 0.139 -0.169 0.164 0.199
12 0.048 -0.224 -0.085 -0.225 -0.057 0.216
13 0.207 -0.070 -0.218 -0.078 -0.210 0.046
14 0.171 0.133 -0.152 0.127 -0.167 -0.151
15 -0.014 0.205 0.042 0.205 0.021 -0.203

   
Ïðèâåäåííûå òàáëèöû íå ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ïîäðîá-

íûìè, òàê êàê èõ îñíîâíàÿ öåëü — äàòü îáùåå ïðåäñòàâëå-
íèå î ïîâåäåíèè ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà âáëèçè íà÷àëà 
êîîðäèíàò. ß÷åéêè, ãäå ôóíêöèè èìåþò îòðèöàòåëüíîå çíà-
÷åíèå, îêðàøåíû. Íàèáîëåå áëèçêèå ê êîðíÿì çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèé âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì. 

§ 10. Асимптотическое поведение функций  
Бесселя и Неймана  

Èññëåäîâàâ ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ è ôóíêöèé 
Íåéìàíà íåäàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò (âáëèçè íóëÿ), ìû 
ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî 
ïîâåäåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé âäàëè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè 
ñòðåìëåíèè ïåðåìåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè äëÿ îãðàíè÷åííûõ 
èíäåêñîâ (ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ).

Ìû çàìåòèëè, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ïåðåìåííîé ê 
áåñêîíå÷íîñòè óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ê êîòîðîìó 
ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå Áåññåëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

(x)=y (x)/   x     äëÿ âñåõ          (2.1.6)
ñòðåìèòñÿ ê òèïè÷íîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ:

y ’’(x)+y (x)=0  äëÿ âñåõ        (2.9.2)
Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, òî äëÿ ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé 

ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåê-
ñà ìîæíî ïîëó÷èòü êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå â ðÿä ÷åðåç 
ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ ïîëóöåëîãî èíäåêñà ìîãóò áûòü òî÷íî âûðàæåíû 
êîíå÷íûì ðÿäîì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííîå 
ðàçëîæåíèå ïî ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì áûëî ñäåëàíî íà 
îñíîâàíèè ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ è áàçîâîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.   

Èñõîäÿ èç îáùèõ ðàññóæäåíèé î ñõîäñòâå ïîâåäåíèÿ 
ôóíêöèé Áåññåëÿ, èìåþùèõ áëèçêèé èíäåêñ, ìîæíî äîïóñ-
òèòü, ÷òî âáëèçè âñåõ ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé èíäåêñà ôóíêöèè 
Áåññåëÿ òàêæå âåäóò ñåáÿ î÷åíü ñõîäíî. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå 
ëþáûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ ìîæíî îïèñàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä 
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé — èíòåðïîëèðîâàíèå êîíå÷-
íûìè ðÿäàìè ñòåïåííûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, 
àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè.

x
—1 /2 +1 /2 

2 







—
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Ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî èíäåêñà  
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ, 
ïåðåìåííîé ïîëîâèííîé ñòåïåíè è êîíå÷íûõ ñòåïåííûõ 
ðÿäîâ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè. 

Ïîýòîìó åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ òàêæå 
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ÷åðåç ñòåïåííûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå 
ôóíêöèè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. 

×òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ, 
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, ê êîòîðîìó ñâîäèò-
ñÿ óðàâíåíèå Áåññåëÿ, è áóäåì èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå 
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, ñõîäíîãî ñ âîëíîâûì 
íà óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò:

y ’’(x)+ —+1y (x)=0       (2.10.1)

y(x)    x  V sin x+W cos x+o(x   )   (2.10.2)

è èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå lim o(z) /z = 0
Äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå 

ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ — ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå 
ôóíêöèè. Äàëåå ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 
Ðàññìîòðèì m ïðèáëèæåíèå. Ïîäñòàâèì ðÿä (2.10.2) â óðàâ-
íåíèå (2.10.1) è áóäåì ïðåíåáðåãàòü âñåìè ÷ëåíàìè ðÿäà, 
ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå m è ñîñòàâëÿåò o(x   ) . Ýòî äîïó-
ùåíèå ïîçâîëèò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà.

     2( —k)V cos x—W sin xx    +
     +( —k) ( —k—1)V sin x+W cos xx    +
     +V sin x+W cos xw x    0     (2.10.3)
Äîìíîæèì ïîëó÷åííûé ðÿä íà ïåðåìåííóþ x è ïðî-

èãíîðèðóåì ÷ëåí ðÿäà ïðè ñòåïåíè — (m+1) 

     —2kV cos x—W sin xx   +
    +V sin x+W cos xx    k(k+1)+w 0

m

k=0
         k  k

x
w

2

 —m

z3

 —m

m

k=0
         k  k

 —k—1

 —k—2

 —k—2
 k  k

 k  k

 —km

k=0
        

 —k—1
 k  k

 k  k

 —k

 
     —2kV cos x—W sin xx   +    x   w +

 +k(k—1)V  sin x+W  cos x+o(x   )0
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñ (ïàðàìåòð) ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåëûì, êîëè÷åñòâî 
÷ëåíîâ ðÿäà áóäåò îñòàíîâëåíî íà íåêîòîðîì çíà÷åíèè. Â 
ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëè-
æåíèÿ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ôîðìàëüíî íå îãðàíè÷åíî.

Îãðàíè÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû îòñóòñòâó-
þò è çàâèñÿò îò êîíêðåòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è äîïóùåíèé, 
ïîýòîìó ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîëüíû

V è W — ïðîèçâîëüíûå ïî âûáîðó êîíñòàíòû è 

x   cos x —2kV +w +k(k—1)W  =0
x   sin x 2kW +w +k(k—1)V  =0

Îòñþäà ïîëó÷èì íàáîð ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé:

V =W  w +k(k—1)2k    (2.10.4)

W = —V  w +k(k—1)2k 
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 

äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé èòåðàöèè — êîíå÷íîãî ðÿ-
äà ïðèáëèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ ñòàðòóþò ñ íóëåâûõ, ïðîèçâîëüíûõ ïî âûáîðó, 
ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ìû ìîæåì 
çàïèñàòü ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëþ-
áîãî êîíå÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà ðàçëîæåíèÿ. 

V =W   è  W = —V    w = 1 /2—1 /2+ 

V = —V  ———

W = —W  ——— 

m

k=0
         —k  —k

 k—1

 k  k

m

k=1
        

 —m
 k—1

0 0

 —k

 —k
 k

 k

 k—1

 k—1

 k

 k

 k—1

 k—1

 k  k—2

w+k(k—1)w+(k—1)(k—2)
1 0 1 0

4k(k—1)

 k  k—2

w+k(k—1)w+(k—1)(k—2)
4k(k—1)
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Íà óäàëåííîì îò íà÷àëà êîîðäèíàò ìíîæåñòâå ïåðåìåí-
íûõ ðÿä äîñòàòî÷íî õîðîøî ñõîäèòñÿ è ïðè ñòðåìëåíèè 
ïåðåìåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè äîâîëüíî òî÷íî îïèñûâàåò 
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. 

Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåò x .
Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-

íîé ïðåäñòàâëåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ðÿä ìàëî 
îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî 
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ, Íåéìàíà 
è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè 
ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû:

z(x)    x    V sin x+W cos x   (2.10.5)

Îáîçíà÷èì ñòåïåííûå ðÿäû êàê     (2.10.6) 

V(x)=   V x     è  W(x)=   W x

z(x)V(x)sin x+W(x)cos xx     (2.10.7)
Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå â ôîðìó, áîëåå 

óäîáíóþ äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàçäåëèì ïðàâóþ 
è ëåâóþ ÷àñòü îòíîøåíèÿ (2.10.7) íà âûðàæåíèå:

x        V (x)+W (x)       (2.10.8) 
Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå îòíîøåíèå:

——=——sin x+

    +——cos x

Âèäíî, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ ñòîÿò ôàêòè÷åñêèå 
çíà÷åíèÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ. Ïðèìåíèì ôîðìóëû ñëîæå-
íèÿ àðãóìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

 —k—2

m

k=0
         k  k

 —k—1/2

m

k=0
        

m

k=0
         k

 —k
 k

 —k

—1/2

—
2 2—1/2

z(x)x1/2

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x)

W(x)

cos y=—— sin y=——

è ââåäåì îáîçíà÷åíèå V=                (2.10.9)

Òîãäà âûðàæåíèå (2.10.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

z(x) x  V=cos y sin x+sin y cos x 

z(x) =sin x+y V x                      (2.10.10)
Âûðàçèì â ÿâíîé ôîðìå çíà÷åíèå y :

tg y = sin ycos y =W(x)V(x)
Îòñþäà y =arc tg W(x)V(x)
È ôîðìóëó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé 

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íà óäàëåííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííîé ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

z(x) =V x   sin x+arc tg W(x)V(x) 
Åùå îäíà ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà àñèìïòîòè÷åñêîãî 

ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, åñëè ìû ââåäåì äðóãèå 
ýêâèâàëåíòíûå îòíîøåíèÿ:

sin =—— cos =——

Òîãäà âûðàæåíèå (2.10.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

z(x) x  V=sin  sin x+cos  cos x
 
z(x) =cos x— V x                      (2.10.11)
È ôîðìóëó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âû-

ðàçèòü åùå îäíèì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì: 

z(x) =V x   cos x—arc tg V(x)W(x) 

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x) W(x)

V (x)+W (x) 
—

2 2

1/2

—1/2

—1/2

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x) W(x)

1/2

—1/2

—1/2
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Утверждение 7. Поведение решений уравнения Бес-
селя при значениях переменной, удаленных от начала 
координат, выражается эквивалентными формулами:

z(x) f         x    sin x+arc tg W V 
z(x) f         x    cos x—arc tg V W 
где  z (x)V(x)sin x+W(x)cos xx    (2.10.7)

и  V(x)=   V x     и  W(x)=   W x

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ 
ñëåäóåò èç îñîáåííîñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ 
îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ó ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïðè çíà÷åíèÿõ 
ïåðåìåííîé, óäàëåííûõ îò íóëÿ è ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè, êîòîðûå ïðè ýòîì ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íóëåâûõ êîíñòàíò. 

Утверждение доказано.
Ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ëþáûõ ðåøåíèé 

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ îãðàíè÷åííûì àðãóìåíòîì ïîêàçûâàþò 
â ÿâíîé ôîðìå, ÷òî ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò 
ýòè ðåøåíèÿ íîñÿò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñ ïåðèîäîì, 
áëèçêèì ê êîëåáàòåëüíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì 
ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. 
Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ýòîé ôóíêöèè ïðè ýòîì ñòðåìÿòñÿ 
ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé.  

Íàïðèìåð, äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé èíäåêñà ôóíêöèé 
Áåññåëÿ, óæå ïðè çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x>8 ïðèáëèçèòåëü-
íûé èíòåðâàë ìåæäó êîðíÿìè óæå ðàâåí p d 3,14... 

Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñ îãðàíè÷åííûì èíäåêñîì 
(ïàðàìåòðîì) ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî 
÷èñëà ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ôóíêöèè è ñóùåñòâîâàíèå 
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîðíåé ýòèõ ôóíêöèé.

Ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò 
ïîëó÷èòü ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå ýòèõ êîðíåé è ýêñò-
ðåìóìîâ ïðè óäàëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé. 

V +W 
—

2 2
0 0  

V +W 
—

2 2
0 0

—1/2

—1/2

0 0

0 0

—1/2

m

k=0
        

m

k=0
         k

 —k
 k

 —k

×åì ìåíüøå ïî ìîäóëþ èíäåêñ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, 
òåì áûñòðåå è òî÷íåå ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê 
òî÷íûì çíà÷åíèÿì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è òåì áëè-
æå ê íà÷àëó êîîðäèíàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå â 
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàçëîæåíèÿ. 

×åì áîëüøå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, òåì òî÷íåå îáåñïå-
÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü è òåì ìåíüøå ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñ-
êîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷-
íûõ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. 

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèìåíÿþò êîíêðåòíûå ôîðìóëû, 
êîòîðûå íå ñîäåðæàò íèêàêèõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è 
îáåñïå÷èâàþò âû÷èñëåíèÿ ñ îøèáêîé ïîðÿäêà x    

 (x)d   — cos (x—p )—— sin (x—p )
 (x)d   — sin (x—p )+— cos (x—p )
ãäå  p=p (2+1)4                    (2.10.12)
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì âû÷èñëåíèÿ äâóõ çíà÷åíèé 

ïåðåìåííîé äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðàçëîæåíèé (2.10.12). Âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåðåíû íà 
ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ èñïîëüçîâàíèåì âñòðîåííîé 
ïðîãðàììû ìèêðîêàëüêóëÿòîðà ñ ðàñøèðåííûìè âîçìîæíîñ-
òÿìè. Â ñêîáêàõ äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ñ áîëåå 
âûñîêîé òî÷íîñòüþ, âçÿòûå èç òàáëèö ýòèõ ôóíêöèé.

 (10)d 0,0433  (0,0435)
 (10)d 0,0557  (0,0557)
 (10)d 0,2488  (0,2490)
Òàêèì îáðàçîì, ìû èññëåäîâàëè âîçìîæíîñòè ïîëó÷å-

íèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
êàê íåäàëåêî îò íóëÿ, òàê è ïðè óäàëåííûõ îò íà÷àëà 
êîîðäèíàò çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé. 

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ 
ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå 
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà òîãî èëè èíîãî ðàçëîæåíèÿ.  
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Çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé 
ïðåäñòàâëÿþò áîëüøèå ñëîæíîñòè, òàê êàê ïðè åå ðåøåíèè 
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè, êîòîðûå â 
íåêîòîðîé îáëàñòè óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé è îáåñïå÷èâàþò 
ïðîñòóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè. 

Ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ âîçíèêàþò òðè ðàçëè÷íûõ êëàññà 
çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ èíäåêñà è ïåðåìåííîé. 

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à, ïðè êîòîðîé 
èíäåêñ (ïàðàìåòð) ôèêñèðîâàí, à ïåðåìåííàÿ ñòðåìèòñÿ ê 
áåñêîíå÷íîñòè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè è óäîáíûìè â ýòîì 
ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûå Ãàíêåëåì, êî-
òîðûå ìû ïðèâîäèì çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà:

Ïóñòü  p=p (2+1)4   ïðè n è x3   

 (x)d   — cos (x—p )    ——

    —sin (x—p )   —          (2.10.13)

 (x)d   — sin (x—p )    —+

    +cos (x—p )   —         (2.10.14)

Ãäå  (,k)=—       (2.10.15)
Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ 

Ãàíêåëåì, èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ïåðâûå îòáðàñûâàå-
ìûå ÷ëåíû ðÿäà. Äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà îñòà-
òîê ÷èñëåííî ìåíüøå ïåðâîãî îòáðàñûâàåìîãî ÷ëåíà ðÿäà 
è èìååò òîò æå çíàê. 

Åñëè èñïîëüçîâàòü m ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ Ãàíêåëÿ è âåëè÷èíà (2x —m —1/2) ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ x , òî ïîëó÷åííûé îñòàòîê ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 
ïîëîâèíå îòáðîøåííîãî ÷ëåíà ðÿäà. 
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Åñëè â ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà è 
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ïîäñòàâèòü àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Ãàíêåëÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ è 
Íåéìàíà (ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ðàçëîæåíèÿ â äàííîì 
êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû), òî ýòî ñðàçó ïîçâîëèò ïîëó-
÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. 

Äðóãèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé 
ñòîÿò, êîãäà çíà÷åíèÿ èíäåêñà è ïåðåìåííîé áåñêîíå÷íî 
âîçðàñòàþò, íî ðàçíèöà ìåæäó íèìè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé 
êîíñòàíòîé, è â ñëó÷àÿõ, êîãäà îòíîøåíèå ïåðåìåííîé è 
èíäåêñà ôèêñèðîâàíî ïðè ðîñòå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Âñå 
ïîëó÷åííûå ðàíåå ôîðìóëû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé 
îêàçûâàþòñÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ íå ïðèìåíèìûìè. 

x3 è  x—hconst        (2.10.16)
x3 è  x/hconst
Âîïðîñû ðåøåíèÿ òàêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ çàäà÷ îòíî-

ñÿòñÿ ê î÷åíü ñëîæíûì è â ýòîì ïàðàãðàôå íå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ. Íà ïðàêòèêå çàäà÷è ñ ïîäîáíûìè óñëîâèÿìè 
âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî è íå îòíîñÿòñÿ ê ðàñïðîñòðà-
íåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì. 

Ïîýòîìó ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì òåõ èëè èíûõ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé çàäà÷ó íåîáõîäèìî ïîäðîáíî àíà-
ëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü è óñòàíîâèòü îòñóòñòâèå èëè íàëè÷èå 
«êðèòè÷åñêèõ» îãðàíè÷åíèé (2.10.16).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè-
÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Ãàíêåëÿ (2.10.13) è (2.10.14) èëè ïîäîáíûå 
èì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, íóæíî ïîì-
íèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ïîýòîìó ïðè 
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà èõ íóæíî èñïîëü-
çîâàòü ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ. 

Âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü 
íå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, à ïðÿìîå ðàçëîæåíèå â ðÿä 
ïî ñòåïåííûì ôóíêöèÿì. Â íåêîòîðîé «ñðåäíåé» îáëàñòè 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáà òèïà ðàçëîæåíèé — ñõîäÿùèåñÿ 
ñòåïåííûå ðÿäû è ðàñõîäÿùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëî-
æåíèÿ è çàòåì ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.  
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§ 11. Приведение дифференциальных уравнений 
      второго порядка к уравнению Бесселя

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, 
êàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèâåäå-
íû ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. ×ðåçâû÷àéíî çàìàí÷èâûìè äëÿ 
ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâíî ïðèâîäèìûå ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïóòåì íåêîòîðîé çàìåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì 
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.  

Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî âîïðîñû ïðèâîäèìîñòè 
òåõ èëè èíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ ðåøàëèñü ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòèêàìè â ðàçíîå âðåìÿ 
äëÿ êîíêðåòíûõ èçó÷àåìûõ èìè çàäà÷ è ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé. Ïîýòîìó àñïåêòû ïðèâîäèìîñòè ñêîðåå íàïîìèíàþò 
ñâîäêó òåõ èëè èíûõ ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ 
è íåêîòîðûõ îáîáùåíèé ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïðèâîäèìûõ ê 
òåì èëè èíûì óðàâíåíèÿì Áåññåëÿ. Èçëîæåíèå íåêîòîðûõ 
êðèòåðèåâ ïðîâîäèëîñü Ëîììåëåì.

Ê íåêîòîðûì îäíîðîäíûì è íåîäíîðîäíûì ëèíåéíûì 
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ìîãóò 
ïðèâîäèòü êàê ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îäíîìåðíûõ ôèçè÷åñ-
êèõ ïðîöåññîâ, òàê è èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ 
ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêèé ôèçèêè ñ ÷àñòíûìè 
ïðîèçâîäíûìè. Îáùèé âèä òàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ãîâîðèò î òîì, ÷òî 
îíè ìîãóò èëè íå ìîãóò ïðèâîäèòüñÿ ê õîðîøî èçó÷åííî-
ìó ñëó÷àþ — óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, è èìåòü ðåøåíèå, 
âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå è öèëèíäðè÷åñêèå 
ôóíêöèè. Ïîýòîìó áûëî ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå êðèòåðèåâ 
ïðèâîäèìîñòè îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
âòîðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.   

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå ñàìûé ïîäõîä, êîòîðûé â 
ñàìîì íà÷àëå èçëîæåíèÿ ìû ïðèìåíèëè äëÿ ïðèâåäåíèÿ 
êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áåññåëÿ ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ, è îïðåäåëèì îáùèå êðèòåðèè ïðèâîäèìîñòè. 
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïðèâåäåíèÿ äâóõ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. 

Теорема 6. Критерий приводимости. Однородное 
дифференциальное уравнение второго порядка вида:

F (x)z’’(x)+F (x)z’(x)+F (x)z(x)=0    (2.11.1)
может быть приведено к другому уравнению вида:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)

с использованием аналитической замены вида:

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.3)

где U(x)=E(x)—Q(x)2      (2.11.4)
   E(x)=F (x)F (x) и  H(x)=F (x)F (x)

если тождественно выполняется условие:

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
Доказательство. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.11.1). Ðàç-

äåëèâ åãî ïðàâóþ ÷àñòü íà íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë ïðè 
âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ñâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê áîëåå óäîáíî-
ìó äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ âèäó:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ çàìåíà, ñâÿçûâàþùàÿ 

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.11.6) è óðàâíåíèÿ (2.11.2), ñóùåñòâóåò 
è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

u(x)=A(x)z(x)       (2.11.7)
Ïîäñòàâèì çàìåíó â óðàâíåíèå (2.11.2) è ïîëó÷èì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå:

0=A(x)z’’(x)+2A’(x)z’(x)+A’’(x)z(x)+
  +Q(x)A’(x)z(x)+A(x)z’(x)+G(x)A(x)z(x)

1 02

x

2 21 0

2
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Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.11.6) íà P(x)
0=A(x)z’’(x)+E(x)A(x)z’(x)+H(x)A(x)z(x)
Òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îáå-

ñïå÷èâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì ðàâåíñòâîì ïîòåíöèàëîâ ïðè 
êàæäîé ïðîèçâîäíîé:

z’’(x)    A(x)=A(x)          (2.11.8)
z’(x)    E(x)A(x)=2A’(x)+Q(x)A(x)
z(x)    H(x)A(x)=A’’(x)+Q(x)A’(x)+G(x)A(x)

Ýëåìåíòàðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî 
ïîðÿäêà ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ñðàçó 
çàïèñàòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ çàìåíû. 

A’(x)A(x)=E(x)—Q(x)2     (2.11.9)
Ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå è 

ââåäÿ äëÿ óäîáñòâà íîâîå îáîçíà÷åíèå (2.11.4), ìû ïîëó÷èì 
ïîòåíöèàë äëÿ îáùåãî âèäà çàìåíû (2.11.3):

A(x)=expE(x)—Q(x)2dx=expU(x )dx
Ïîëó÷åííîå èç (2.11.8) òîæäåñòâî ïðè íóëåâîé ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò òî÷íî îïèñàòü óñëîâèÿ è ïîëó-
÷èòü ÷åòêèå êðèòåðèè, ïðè êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â äðóãîå 
âîçìîæíî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

A’(x)=U(x)A(x) è A’’(x)=U ’(x)+U (x)A(x)
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà çàìåíû (2.11.4) è åãî 

ïðîèçâîäíûõ âî âòîðîå óðàâíåíèå è äàëåå óïðîñòèì: 

H(x)=U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)+G(x)
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ 

ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíû. Âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ïîëàãà-
ëè, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû ñóùåñò-
âóþò. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî äîëæíî ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ 
êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íà ïðàêòèêå 
óðàâíåíèé. Теорема доказана.

x x

2

2

Следствие 1. Классическое уравнение Бесселя 
x  z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
приводится к уравнению Штурма-Лиувилля вида

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

при помощи замены:  y (x)=x   z (x)
Доказательство. Â òåîðåìå 6 îïåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ 

íàä íåêîòîðûìè àáñòðàêòíûìè ôóíêöèÿìè. Â êîíêðåòíûõ 
ïðèëîæåíèÿõ ìîãóò áûòü èçâåñòíû íåêîòîðûå ïîòåíöèàëû 
îäíîãî èëè äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ 
ïîòåíöèàëîâ (â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6):

Q(x)=0  â óðàâíåíèè (2.1.5) Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 

E(x)=1 /x  è  H(x)=x —    /x  äëÿ (2.1.11)
Ïîòåíöèàë è îáùèé âèä çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíî-

øåíèÿìè (2.11.3) è (2.11.4) ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå:

U(x)=E(x)—Q(x)2=12x

y (x)=expU(x )dxz(x) =x   z (x)
Óñòàíîâèì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðè íóëåâîé ïðîèçâîä-

íîé äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü îò-
íîøåíèåì (2.11.5) òåîðåìû 6.

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
äëÿ óðàâíåíèÿ y ’’(x)+G(x)y(x)=0
Îòñþäà G(x)=—U ’(x)—U (x)—Q(x)U(x)+H(x)

èëè G(x)=1——1 /2 +1 /2 x
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìåíû ìåæäó 

äâóìÿ ðàññìàòðèâàåìûìè óðàâíåíèÿìè. Следствие доказано.

2 2 2

x
—1 /2 +1 /2 

2

1/2

2 2 2

x
1/2

2

2

2
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Следствие 2. К классическому уравнению Бесселя 
x  z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
приводится дифференциальное уравнения вида

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)

с использованием аналитической замены вида:

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.10)

где U(x)=1/x— Q(x)2      (2.11.11)

и существует такая константа  l0  (индекс), 
что тождественно выполняется условие:     (2.11.12)

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=1—  /x —G(x)    
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìû çàìåíèëè àáñòðàêò-

íîå óðàâíåíèå (2.11.1) íà êîíêðåòíîå êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå 
Áåññåëÿ â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6. 

Ñëåäñòâèå 2 ïðåäîñòàâëÿåò êðèòåðèè, ïî êîòîðûì 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà êðèòåðèåâ ïðèâîäèìîñòè íåêîòîðîãî 
ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà 
(2.11.2) ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïîòåíöèàë 
(2.11.11), ïîäñòàâèòü â óñëîâèÿ (2.11.12) ýòîò ïîòåíöèàë è 
ïîòåíöèàëû ïðîâåðÿåìîãî óðàâíåíèÿ (2.11.2). Åñëè óäàñòñÿ 
ïîäîáðàòü òàêóþ êîíñòàíòó  , ïðè êîòîðîé óñëîâèÿ (2.11.12) 
âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåðÿåìîå 
óðàâíåíèå ìîæíî ñðàçó ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðè 
ïîìîùè àíàëèòè÷åñêîé çàìåíû.

Следствие 3. Если два дифференциальных уравне-
ния можно привести к одному и тому же третьему 
дифференциальному уравнению, используя приведения 
теоремы 6, это означает, что эти два уравнения можно 
привести друг к другу и замена (2.11.3) существует.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëè-
íåéíîñòè êðèòåðèÿ (2.11.5) è äðóãèõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ 
â òåîðåìå 6 ïðåîáðàçîâàíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëü-
çîâàíèå ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì.

2 2 2

x

2 2 2

Â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿþùèìñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì 
òåîðåìû 6, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå. 
Åñëè äëÿ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (2.11.2) 
è (2.11.6) ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ çàìåí, êîòîðûå ïîçâîëÿþò 
ïðèâåñòè ýòè äâà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ê îäíîìó 
è òîìó æå îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 
âòîðîãî ïîðÿäêà, ýòî çíà÷èò, ÷òî äâà óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü 
ïðèâåäåíû äðóã ê äðóãó ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû òåîðåìû 
6. Ýòîò êðèòåðèé ìîæåò îáëåã÷èòü èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ 
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 

Следствие 4. Любое невырожденное однородное 
дифференциальное уравнение второго порядка вида:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
может быть приведено к уравнению вида:
’’(x)+q(x)(x)=0             (2.11.13)
при помощи замены вида: 

u(x)=exp—Q(x )/2 dx(x)           (2.11.14)

где  q(x)=G(x)—Q’(x)/2—Q (x)/4          (2.11.15)
Óñëîâèå íàñòîÿùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 

òåîðåìû 6. Ëþáîå íåâûðîæäåííîå îäíîðîäíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì 
ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû (â ñèëó 
îäíîðîäíîñòè). 

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé è àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðèâåäåíèåì 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ âèäà (2.11.13) 
ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé è 
ïîòåíöèàëîì

q(x)=(1 /4— +x )/x              (2.11.16)
Åñëè îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òàê-

æå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ýòîìó æå ñàìîìó óðàâíåíèþ, 
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî ïðèâîäèìî è ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.   

x

2

2 2 2
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Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðèâåäåíèÿ äâóõ 
óðàâíåíèé òåîðåìû 6 ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî. Î÷åíü 
ïîïóëÿðíûì è ïðàêòè÷íûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä çàìåíû 
ïåðåìåííûõ â òîì óðàâíåíèè, ðåøåíèå êîòîðîãî çàðàíåå 
èçâåñòíî (äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ðåøåíèé) èëè â 
óðàâíåíèè, êîòîðîå íóæíî ïðèâåñòè ê áîëåå òðèâèàëüíîìó 
è î÷åâèäíîìó. 

Теорема 7. Замена переменных. Однородное диф-
ференциальное уравнение второго порядка вида:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
может быть приведено к уравнению вида:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.2)
при помощи замены переменных вида: 

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=E(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=H(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Доказательство. Ïîýòàïíî âûïîëíèì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ è ðàñ÷åò íîâûõ äèôôåðåíöèàëîâ, ïîñëå ÷åãî 
ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå äàííûõ âî âòîðîå óðàâíåíèå è 
ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëîâ.

z(x)=z(y(z))=w(z)

z’(x)=—=— —=—

z’’(x)=—=— ——=
      =———

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå îòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (2.11.6). 
Теорема доказана.

dx
dz(y(z))dz(x) dz

dx dz
w’(z)
y’(z)

dz
ddz’(x)

dx
dz
dx

w’(z)
y’(z)

w’’(z)y’(z)—w’(z)y’’(z)
y’(z)3

2

Ïðåäóïðåæäåíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 7 î 
çàìåíå ïåðåìåííûõ è åå ôîðìóë íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî 
ïåðåä ïðîâåäåíèåì êàêèõ-ëèáî âû÷èñëåíèé ïàðà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó âè-
äó — ïîòåíöèàë ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé â äâóõ óðàâíå-
íèÿõ äîëæåí áûòü ðàâåí òîæäåñòâåííîé åäèíèöå. 

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîäðîáíîå ðàññìîò-
ðåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, äëÿ êîòîðîãî ïî-
òåíöèàëû ïðèíèìàþò òàêèå çíà÷åíèÿ:  

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
Следствие 1. Дифференциальное уравнение вида
z w’’(z)+zw’(z)+a z —   w(z)=0     (2.11.20)
может быть приведено к классическому уравнению 

Бесселя с использованием замены переменных:
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
x=az     где a  — некоторая действительная, 

чисто мнимая или комплексная константа и функция
w(z)=z(az )  — решение уравнения (2.11.20).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ 

ïîäñòàíîâêîé ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé çàìåíû â óðàâ-
íåíèå Áåññåëÿ (2.1.1) èëè ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 7. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äåéñòâèòåëüíîé êîíñòàíòû âîëíî-
âûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
ñîõðàíÿþòñÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñòî ìíèìîé êîíñòàíòû 
— èñ÷åçàþò, ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñóùåñòâóþò, èìåþò äåéñòâèòåëüíûå 
çíà÷åíèÿ è ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè. 

Ñëåäñòâèå 1 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûì è 
óäîáíûì â ðàññìîòðåíèè, âñåãäà ïðèâîäèìîì ê óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 7.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ïðàêòè÷åñêîãî 
ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé îäíîãî âèäà ê óðàâíåíèþ äðóãîãî 
âèäà — â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíèÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ, ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ìåòîäîâ — ìåòîäà 
ïðèâåäåíèÿ äëÿ áàçîâîãî óðàâíåíèÿ è ìåòîäà çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. 

2 2 2

2 2 2
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Öåëü òàêîãî èññëåäîâàíèÿ — ïîëó÷èòü ðåøåíèå 
íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ 
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèé Áåññåëÿ, Íåéìàíà 
è äðóãèõ õîðîøî èçó÷åííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Ïðèâåäåíèå ê ðåøåíèþ, âûðàæåííîìó ïðè ïîìîùè 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ â äâà ýòàïà — ÷åðåç ïåðåõîä ê äðóãîìó óðàâíåíèþ è 
çàìåíó ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàìåíà ïåðåìåííûõ, 
êîòîðóþ íóæíî ïðîèçâåñòè, ñëèøêîì ñëîæíàÿ è íåî÷åâèäíàÿ, 
òî ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü òàêîãî ïðèâåäåíèÿ ê óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ èëè èíîìó óðàâíåíèþ íåâåëèêà. 

Îáû÷íî â çàäà÷àõ î ïðèâåäåíèè îäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó èçâåñòíû âñå ïîòåíöèàëû 
óðàâíåíèé — êàê èñõîäíîãî, òàê è æåëàåìîãî ðåçóëüòè-
ðóþùåãî (âîçìîæíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, 
âõîäÿùèõ â ïîòåíöèàëû). Íàèáîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå îáùåãî âèäà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â îòíîøåíèå çà-
ìåíû, ïðèâîäÿùåé îäíî óðàâíåíèå ê äðóãîìó. 

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êàêèì îáðàçîì ìîæíî êîìáèíèðîâàòü 
ïðèìåíåíèå âûâîäîâ òåîðåìû 6 è 7.

Ñàìûì ïðîñòûì ñëó÷àåì ïðèâåäåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûì 
â ëèòåðàòóðå, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

u’’(x)— c u(x)=u(x)p (p+1)x      (2.11.21)
ãäå c , p — íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ íà 

ïåðâîì ýòàïå, ïîòåíöèàëû óðàâíåíèÿ (2.11.2) èìåþò âèä:

Q(x)=0  è G(x)=—c — p (p+1)x      (2.11.22)

Îòñþäà U(x)=1/2x  è  u(x)=x   z (x) 
Íå ïðèìåíÿÿ âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 6, ñðàçó ðàñ-

ñìîòðèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå è ïðèìåíèì òåîðåìó 7 î 
çàìåíå ïåðåìåííûõ ê ïðîìåæóòî÷íîìó ðåçóëüòàòó. Ïîä-
ñòàâèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå:

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  c x  +p+1/2  z(x)=0
èëè ïåðåïèøåì åãî, ââåäÿ ìíèìóþ åäèíèöó: 

x z ’’(x)+xz ’(x)+ci x —p+1/2 z(x)=0

2

2

2

2

1/2

2 22 2

2 22 2

Äàííîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì 
Áåññåëÿ, íî î÷åíü áëèçêî ê íåìó. Åñëè ïðîèçâåñòè ëèíåéíóþ 
çàìåíó ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíèìóþ 
åäèíèöó, îáîçíà÷èâ íîâóþ ïåðåìåííóþ

c=icx   è ïîëîæèâ =p+1/2
ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ. 
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11.21) èìååò âèä: 

u(x)=x   Z ( icx)   ãäå =p+1/2      (2.11.23)
Íà ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 

ïðèâåäåíèÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ 
èñïîëüçîâàíèå îäíèõ ôîðìóë òåîðåìû 6 è ñëåäñòâèÿ 2 
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íûì. Íî òåîðåìà 6 è ñëåäñòâèå 
2 ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîëó÷èòü îáùèé âèä çàìåíû, êîòîðàÿ 
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåî÷åâèäíîé. 

Çàìåíà (2.11.10) ìîæåò ïðèâåñòè ðàññìàòðèâàåìîå óðàâ-
íåíèå (2.11.2) ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå), íî 
íå îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêî-
ãî ïåðåõîäà (îíà îïèñûâàåò òîëüêî îäèí èç âîçìîæíûõ 
êðèòåðèåâ). Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàìåíà (2.11.10) 
îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå ìåòîäîì çàìåíû 
ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, 
ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç öèëèíäðè-
÷åñêèå ôóíêöèè.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå (2.11.21) áûë ñäåëàí ïåðå-
õîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ê ÷èñòî ìíèìîìó. 
Òàêèå öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ôóíê-
öèè èìåþò äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè ÷èñòî ìíèìûõ 
çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé è íå ïðîÿâëÿþò íèêàêèõ âîëíîâûõ 
ñâîéñòâ. Îíè âåäóò ñåáÿ îñîáûì îáðàçîì.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ðàññìîòðèì 
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîäðîáíî èçó÷àëèñü Ëîììåëåì. 

Ëîììåëåì áûë ïîëó÷åí îáùèé êëàññ óðàâíåíèé, 
ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè 
Áåññåëÿ, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ 
íåêîòîðûå äðóãèå ôóíêöèè. Ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â äâà 
ýòàïà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîì 
óðàâíåíèè, êîòîðîå áûëî ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ è 
ðåøåíèå êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ.  

1/2
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Ëîììåëü ïîêàçàë, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì êëàññà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0    (2.11.24)
ãäå Q(x)=2a—2b+1x
è G(x)=b  g  x  +aa—2bx
áóäåò u(x)=x      Z  (gx )
Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå Ëîììåëåì áûë ïðîèçâåäåí íå 

òîëüêî ïåðåõîä îò îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê 
äðóãîìó, íî è âûïîëíåíà àíàëèòè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ 
â óðàâíåíèè Áåññåëÿ. Ëîììåëåì áûë èññëåäîâàí öåëûé 
êëàññ óðàâíåíèé ñî ñëîæíûìè ïîòåíöèàëàìè, ïðèâîäèìûõ 
ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. 

Ëîììåëþ ïðèíàäëåæàò ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèé, îïèñûâàþùèå íåêîòîðûé îáùèé êëàññ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 

Îí óñòàíîâèë, ÷òî åñëè Z (x)  — íåêîòîðîå ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

u(x)=c(x)y(x) Z (y(x))      (2.11.25)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âèäà

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0           (2.11.26)

Q(x)=—y ’’(x)/y ’(x)+(2—1)y ’(x)/y (x)+
          +2c’(x)/c(x)
G(x)=y ’’(x)/y ’(x)+(2—1)y ’(x)/y (x)+
          +2c’(x)/c(x) c’(x)/c(x) —
            —c’’(x)/c(x) +y ’(x)
Ëîììåëü èçó÷èë ëþáîïûòíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèâåäå-

íèÿ óçêîãî, íî ïðàêòè÷åñêè î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåìîãî 
êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, 
ïðèâîäèìûõ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Âûâîä ýòèõ ñëîæíûõ 
ôîðìóë äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. 



22b2 2
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòè îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ, 
Ëîììåëü ðàññìîòðåë áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå âèäà:

w’’(y)— 2pw’(y)/y—c w(y)=0           (2.11.27)
åãî ðåøåíèå: w(y)=y      Z      ( icy)
2p=2 — 1       — çíà÷åíèå èíäåêñà
w=u(y)/c(y) è y=y(x) — èñïîëüçóåìûå çàìåíû.

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðèâîäèìûõ çàìåí áûëè ïîëó-
÷åíû îáîáùåííûå ôîðìóëû Ëîììåëÿ (2.11.25) è (2.11.26).

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû 
îïðåäåëèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè íåêîòîðîå ðàññìàòðèâàåìîå 
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óñëîâèÿì Ëîììåëÿ è ìîæåò 
ëè îíî áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðè ïîìîùè 
çàìåíû (2.11.25), êîãäà íè îáùèé âèä ôóíêöèé (2.11.26), íè 
çíà÷åíèå èíäåêñà  äëÿ íåãî íåèçâåñòíû. 

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòî íàèáîëåå ïîëíûé è ïðàêòè-
÷åñêè èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
ê íåêîòîðîìó êëàññó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñó-
ùåñòâóþò òàáëèöû ïðèâåäåííûõ ôóíêöèé è çàìåí.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîììåëÿ ïîçâîëÿåò ïðè ïîìîùè 
óäîáíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé ïðåäñòàâèòü 
äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ 
èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Áåññåëÿ. 

Îäíàêî ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå 
Ëîììåëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííûõ òåîðåì, 
êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèâåäåíèÿ íåêîòîðîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíå-
íèþ Áåññåëÿ ïðîâîäèòñÿ ñ äâóõ ñòîðîí, èñïîëüçóÿ ïðî-
ìåæóòî÷íîå (áóôåðíîå) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

— èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ è òåîðåìà 7 äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ, ðåøåíèå 
êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ;

— ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 6, ïðèâîäÿùàÿ ïîëó÷åííîå ïðîìå-
æóòî÷íîå óðàâíåíèå ê òîìó óðàâíåíèþ, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî 
ìû ïðîèçâîäèì, è îöåíèâàþòñÿ êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ 
òàêîé çàìåíû.

2
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Ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèé Ëîììåëÿ è äðóãèõ ïîäîáíûõ 
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
âòîðîãî ïîðÿäêà äåìîíñòðèðóåò îñíîâíîé ïîäõîä, êîòîðûé 
äîìèíèðóåò ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ïðèâîäèìîñòè. 

Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè-ìàòåìàòèêè ñòàëêèâàþòñÿ â 
ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ óðàâíåíèÿìè Áåññåëÿ è 
èçó÷àþò êëàññû óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé äâóõ òèïîâ — 
çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Áåññåëÿ è âîçìîæíîãî 
äàëüíåéøåãî ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ ê íåêîòîðîìó äðóãîìó òèïó. 

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ëîììåëÿ 
è áîëüøèå ñâîäíûå òàáëèöû óðàâíåíèé — ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ 
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîììåëÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé çàìåíû 
ïåðåìåííûõ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ: 

u’’(x)+—u’(x)+b exp(2cx) —d +

              +—  u(x)=0

Ðåøåíèå u(x)=x    Z    b exp(cx) /c

u’’(x)+— u’(x)+— 1—

              ——  u(x)=0

Ðåøåíèå u(x)=Z  (2bx+c)     è äð.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå èññëåäîâàòåëè ÷àñòî ñòàëêèâàþòñÿ 
ñ íåêîòîðûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî 
ïîðÿäêà ñ ÿâíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ, è îñíîâíîé 
ñëîæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè çàìåíà äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîãî âèäà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ðåøåíèå 
ýòîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèè 
Áåññåëÿ è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Çàéìåìñÿ áîëåå ïîäðîá-
íûì è äåòàëüíûì èçó÷åíèåì ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè òåîðåì 6 è 7.

2a
x

2

a(a—2 )
4x2

-a/2
d/c

2b
2bx+c

 b
2bx+c

2

 p
2bx+c

2

p
1/2

Утверждение 8. Классическое уравнение Бесселя
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
может быть приведено к уравнению вида:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
при помощи замены переменных вида: 

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)

S(z)=1— /y(z) y’(z)              (2.11.29)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 8 äîñòàòî÷íî ïîëî-

æèòü â òåîðåìå 7 çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ:

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
Åñëè íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ïðèâîäèòñÿ ëè ïðîèçâîëü-

íîå óðàâíåíèå (2.11.27) ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ìåòîäîì çàìåíû 
ïåðåìåííûõ, ìû äîëæíû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå íåêîòî-
ðîé çàìåíû (2.11.17) è âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.11.28):

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)
Ïðåîáðàçóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ: 

dP(z)=— — —

Ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå:

y’(z)/y(z)=exp—P()d
Åñëè äëÿ óäîáñòâà ìû ââåäåì ôóíêöèþ j(z) :

j(z)=exp—P()d               (2.11.30)

P(z)=—j’(z)/j(z)  
òîãäà ìîæíî çàïèñàòü y’(z)/y(z)=j(z)

2 2 2

2 2 2

22 2

y(z)
dy(z)

y’(z)
dy’(z)

z

z
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì êîíñòàíòû ìîæíî âûðàçèòü:

y(z)=c expj(x )dx  èëè ïîäðîáíåå

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)
Òàêèì îáðàçîì, äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàâ è ïðèìåíèâ 

ýêñïîíåíòó ê ïîòåíöèàëó, ñòîÿùåìó ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé 
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ìû íàéäåì ÿâíûé âèä çàìåíû, êîòîðàÿ 
ìîæåò ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Ïîëó÷åííîå óñëîâèå 
(2.11.31) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì. 

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìîé 
ôóíêöèè ïîòåíöèàëà ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå (2.11.31) è 
ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðèì ñîîò-
âåòñòâèå ïîòåíöèàëà ïðè íóëåâîé ïðîèçâîäíîé: 

S(z)=1— /y(z) y’(z)              (2.11.29)

S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)
S(z)=y’(z) — j(z)              (2.11.32)
Åñëè ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå èíäåêñà, ïðè 

êîòîðîì îòíîøåíèå (2.11.32) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, 
òî íåêîòîðîå óðàâíåíèå (2.11.27) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Утверждение 9. Некоторое уравнение вида

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
может быть приведено к уравнению Бесселя:
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
при помощи замены переменных вида: 

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)

z

z x

22 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

z x

если выполняется тождество:
S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)   (2.11.29)

для некоторых констант  и c, которые могут 
быть получены методом неопределенных коэффициен-
тов, явной подстановкой или иным методом.

Ïðèìå÷àíèå. Íåîïðåäåëåííàÿ êîíñòàíòà c âîçíèêàåò 
áëàãîäàðÿ ôîðìàëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ è îáùåìó âèäó 
ïîòåíöèàëà (2.11.28), êîòîðûé ìîæåò áûòü ÿâíî âûðàæåí 
÷åðåç ôóíêöèþ çàìåíû. Êîíñòàíòà ìîæåò áûòü ðàâíîé åäè-
íèöå èëè ïðèíèìàòü äðóãîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå.  

Åñëè ìû ïîëîæèì ïîòåíöèàë P(z)=1 /z 
òîãäà çàìåíà (2.11.31) áóäåò èìåòü îáùèé âèä:

x=y(z)=cz   ãäå c — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèâåäåíèÿ ìåòîäîì çàìåíû 

ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîë-
íåíèå êðèòåðèÿ ïðèâîäèìîñòè (2.11.29):

S(z)=c —  /z   — îáùèé âèä ïîòåíöèàëà.
Ïîëó÷åííûå âûâîäû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòà-

òàìè ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû 7. Ìû äîêàçàëè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ 
âîçìîæíî ïðèâåäåíèå ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ óðàâíåíèÿ ñ 
îäíèì êîíêðåòíî çàäàííûì ïîòåíöèàëîì è êàêîé âèä äîë-
æåí èìåòü âòîðîé ïîòåíöèàë ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè. Ìû ïîëó÷èëè êðèòå-
ðèè — òåîðåìó 6 è òåîðåìó 7, êîòîðûå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè 
ñïîñîáàìè ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü ïðèâåäåíèå îäíèõ ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ê 
äðóãèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì òîãî æå òèïà. 

Êîãäà ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ îäíîãî 
óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó, âíà÷àëå ìû äîëæíû ïîïûòàòüñÿ 
îòäåëüíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 8 è îòäåëüíî — òåîðåìó 7. Â 
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèå ýòèõ òåîðåì óæå ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò.

×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïðèâåäåíèÿ óðàâíå-
íèé ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè — ñëåäñòâèåì 2 òåîðåìû 6 è ñëåäñòâè-
ÿìè òåîðåìû 6 — óòâåðæäåíèÿìè 8 è 9.  

2 2 2

2 2 2
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ñëîæíûå ñïîñîáû 
ïðèâåäåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-
ìåíÿòü òåîðåìó 6 è òåîðåìó 7, èñïîëüçóÿ òðåòüå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå â êà÷åñòâå «ïîñðåäíèêà» ìåæäó äâóìÿ 
èññëåäóåìûìè óðàâíåíèÿìè. 

Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü êîìáèíèðîâàííîãî ïðèâåäåíèÿ 

ê íåìó äðóãîãî óðàâíåíèÿ âèäà:

u’’(z)+V(z)u’(z)+K(z)u(z)=0     (2.11.33)
Â êà÷åñòâå «ïîñðåäíèêà» рассмотрим уравнение:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
Íàì èçâåñòíû ïîòåíöèàëû E(x) , H(x) è íåêîòîðîå 

îáùåå ðåøåíèå z(x) óðàâíåíèÿ (2.11.33). Ïîòåíöèàëû óðàâ-
íåíèÿ-«ïîñðåäíèêà» çàðàíåå íåèçâåñòíû. Íóæíî âûðàçèòü 
ðåøåíèå u(z) óðàâíåíèÿ (2.11.33) ÷åðåç x è z(x) è îöåíèòü 
êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé çàìåíû. 

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.11.33) 
ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ-«ïîñðåäíèêó» (2.11.27) 

u’’(z)+V(z)u’(z)+K(z)u(z)=0     (2.11.33)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû 6 ÿâëÿåòñÿ çàìåíà âèäà:

w(z)=expU(x )dxu(z)     (2.11.34)
ãäå U(z)=V(z)—P(z)2

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèâåäåíèÿ äðóãîãî óðàâíåíèÿ 
(2.11.6) ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ-«ïîñðåäíèêó» (2.11.27) 

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû 7 ÿâëÿåòñÿ çàìåíà âèäà:

z

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=E(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=H(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â äàííûõ ðàññóæäåíèÿõ íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé äðóã ê äðóãó ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ äâóõ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óðàâíåíèé è âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ìåæäó 
íèìè çàâèñèìîñòè.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (2.11.18) ÿâíîå çíà÷åíèå èçâåñò-
íîãî ïîòåíöèàëà E(x) , ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå, ÿâíî ñâÿçûâàþùåå y(z) è P(z).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåæäó ïîòåíöèàëàìè P(z) è V(x ) 
ñóùåñòâîâàëà çàâèñèìîñòü, òîæäåñòâåííî äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ 
êðèòåðèé òåîðåìû 6:

U ’(z)+U (z)+P(z)U(z)=K(z)—S(z)   (2.11.34)
Èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îáåñïå÷èâàåòñÿ 

ïîòåíöèàëàìè ïðè íóëåâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé.
Åñëè èññëåäîâàòåëþ óäàñòñÿ íàéòè ðåøåíèå ïîëó÷åí-

íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùóþ ïîòåíöèàëû äâóõ 
èçâåñòíûõ óðàâíåíèé ìåæäó ñîáîé, íàéòè íåèçâåñòíóþ 
ôóíêöèþ çàìåíû ïåðåìåííûõ, è ýòî îáùåå ðåøåíèå áóäåò 
ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òî çàäà÷ó ïðè-
âåäåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé äðóã ê äðóãó ìîæíî ñ÷èòàòü 
ðåøåííîé. 

Îáùèé âèä ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ìîæåò íàòîëêíóòü èññëåäîâàòåëÿ íà ìûñëè, êà-
êîãî òèïà ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âçàèìíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé è äàëåå íàëîæèòü óñëîâèÿ, ïðèìåíèâ ìåòîä 
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ èëè äðóãîé.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11.27) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

w(z)=z(y(z)) , ãäå ôóíêöèÿ z(x) èçâåñòíà.
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11.33) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

u(z)=exp—U(x )dxz(y(z))    (2.11.35)

2

2

z
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ ðàññìîòðåííûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé äàåò çàâèñèìîñòü îáùåãî âèäà:

u(x)=A(x)z(y(x))       (2.11.36)
ãäå y(x) è A(x) — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
äëÿ íåêîòîðîé ïàðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
z(x) — èçâåñòíîå ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè â ïðåäûäóùåì ðàññìîòðåíèè ìû ïîìåíÿåì î÷å-
ðåäíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåì 6 è 7, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ 
çàâèñèìîñòü îáùåãî âèäà, ïîëó÷àåìóþ â äâà ýòàïà: 

u(x)=B(y(x))z(y(x))      (2.11.37)
Íàèáîëåå ñëîæíûì, íî ïðàêòè÷åñêè åùå îñóùåñòâèìûì 

ñïîñîáîì ïðèâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðóã ê 
äðóãó ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äâóõ óðàâíåíèé-ïîñðåäíèêîâ. 
Êàæäîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé âíà÷àëå ïðèâîäèòñÿ ê 
íåêîòîðîé ïàðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè 
òåîðåìû 6, è óæå ïîòîì ìåæäó íèìè óñòàíàâëèâàåòñÿ çàâè-
ñèìîñòü ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ ïî òåîðåìå 7. 

Ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ïÿòè äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ñ ïÿòüþ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè. Åñëè ñèñòåìà 
ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ — çàäà÷ó ïðèâåäåíèÿ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåííîé.

u(x)=A(x)B(y(x))z(y(x))      (2.11.38)
Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ïðèìåíÿòü òåîðåìû 6 è 7, èñïîëü-

çóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ýòè òåîðåìû íóæíî 
÷åðåäîâàòü äðóã ñ äðóãîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå 
óñëîâèé îäíîé è òîé æå òåîðåìû ÷àñòî íå èìååò ñìûñëà. 

Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì ïðè ïåðâîé 
ïðîèçâîäíîé, òàê êàê ê íåìó åäèíñòâåííûì îáðàçîì 
ïðèâîäèòñÿ ëþáîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òèïà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ äîïîëíèòåëüíûå ïðèâåäå-
íèÿ íå îïðàâäàíû ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïåðåéäåì îò àáñòðàêòíûõ ðàññóæäåíèé, öåëüþ êîòîðûõ 
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå îáùåé ñèñòåìàòèçàöèè âîïðîñîâ ïðè-
âåäåíèÿ óðàâíåíèé, ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ è ïðèâîäèìûõ ê íåìó äðóãèõ íåî÷åâèäíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Лемма 4. Дифференциальное уравнение вида:

y’’(x)+g(x)y(x)=0      (2.11.39)
может быть приведено к уравнению Бесселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
при помощи обобщенной замены вида:

y(x)=expP(x )/2 dx  z(y(x))   (2.11.40)
где P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
если существует функция y(x), которая удовлет-

воряет дифференциальному уравнению:

g(x)=y’(x) +—— —    —

        — — — +—    (2.11.41)

Практическое значение лемма 4 имеет только в 
том случае, если функция  y(x) существует, может 
быть выражена через элементарные функции и имеет 
достаточно простой вид. Если простое решение y(x) 
существует, на практике оно может быть получено 
методом неопределенных коэффициентов.  

Ïðèìå÷àíèå. ×òîáû ñäåëàòü çàäà÷ó ïîèñêà ðåøåíèé 
ðåàëüíîé è èñêëþ÷èòü îäèí ïîòåíöèàë ïðè ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé, ìû ïðèâåëè èññëåäóåìîå íà ïðèâîäèìîñòü óðàâíåíèå 
ê âèäó (2.11.39) íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 4 òåîðåìû 6. 
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Доказательство. Ïðèìåíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ è äàëåå ïðèâåäåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå 
ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì ïðè ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé. Ëþáûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê óðàâíåíèþ 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïðèðàâíÿâ äðóã 
äðóãó ïîòåíöèàëû â ýòîì óðàâíåíèè, ìû ïîëó÷èì êðèòåðèé 
ïðèâîäèìîñòè äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 

Íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû 

ïåðåìåííûõ ïðè óñëîâèè:

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)
S(z)=y’(z)  1— /y(z)    (2.11.29)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (2.11.27) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ 
Ùòóðìà-Ëèóèâëëÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé çàìåíû:

y’’(z)+q(z)y(z)=0      (2.11.39)

y(z)=expP(x )/2 dxw(z)          
ãäå  g(z)=S(z)—P’(z)/2—P (z)/4    (2.11.40)
Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ, âûðàæåííûõ ÷åðåç 

ôóíêöèþ çàìåíû (2.11.28) è (2.11.29), â ðåçóëüòèðóþùåå 
óðàâíåíèå (2.11.40) è óïðîñòèâ, ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå — êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè è ñóùåñòâîâàíèå çà-
ìåíû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Лемма доказана.

Теорема 8. Дифференциальное уравнение вида:

u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
может быть приведено к уравнению Бесселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
     

2 2 2

2

z

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
при помощи обобщенной замены вида:         (2.11.41)

u(x)=expP(x )—V(x)/2 dx z(y(x))
где P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
если существует функция y(x), которая удовлет-

воряет дифференциальному уравнению:

K(x)—V ’(x)/2—V (x)/4 = y’(x) +     (2.11.42)

+—— —    — — —+—

Практическое значение теорема 8 имеет только 
в том случае, если функция  y(x) существует, может 
быть выражена через элементарные функции и имеет 
достаточно простой вид. Если простое решение y(x) 
существует, на практике оно может быть получено 
методом неопределенных коэффициентов.  

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 ìû ïðèâåëè îáùåå 
óðàâíåíèå (2.11.33) ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ïðèìå-
íèëè ëåììó 4, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäñòâèåì 3 òåîðåìû 6.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùåãî óäîáñòâî ïðåä-
ëàãàåìîãî ìåòîäà, ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ëåììû 4 è òåî-
ðåìû 8 ê óðàâíåíèþ ïðîñòîãî âèäà, ðåøåíèå êîòîðîãî 
íåî÷åâèäíî, è ïðèâåäåì åãî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ: 

y’’(x)+x y(x)=0
g(x)=x    — èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 4
Èç îáùåãî âèäà îòíîøåíèÿ (2.11.41) äëÿ ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåøåíèåì äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.11.41) áóäåò ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, 
êîòîðóþ ìû áóäåì èñêàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ â âèäå: 

y(x)=h xs
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Ïîäñòàâèì ïðåäïîëàãàåìîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â óðàâ-
íåíèÿ èç ëåììû 4 è ïîëó÷èì îòíîøåíèå: 

P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)             (2.11.28)
S(x)=y’(x)  1— /y(x)    (2.11.29)

g(x)=S(x)—P’(x)/2—P (x)/4         (2.11.40)
Îòñþäà ïîëó÷àåì:  

P(x)=1/x
S(x)=h s x    1— / (h x )
g(x)=x=h s x    1— / (h x )+1/4x
Ïðåîáðàçóåì è óïðîñòèì:

x = h s x   —  s /x  +1/4x
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ïðèìåò âèä òîæäåñòâà, åñëè 

ïîòðåáîâàòü òîæäåñòâåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ïðè ñòåïåíÿõ è ðàâåíñòâî ñòåïåíåé ïåðåìåííîé:

1=2s—2    1=hs      1/4= s
Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

s=3/2           h=2/3          =1/3
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò:

y’’(x) + x y(x) = 0
y(x)=x    Z   (2/3 x   ) 
Ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå íåî÷åâèäíîãî óðàâíåíèÿ, âûðà-

æåííîãî ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. 
Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, ñðàçó ïîäñòàâèâ çíà÷å-
íèå ôóíêöèè çàìåíû ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè â 
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.11.41). Ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ 
ñîâïàäàåò ñ òàáëè÷íûìè äàííûìè.

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà è òåîðåìû 8 
î÷åâèäíî — åñëè ïðîñòîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðèâåäåíèÿ 
ñóùåñòâóåò, îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ðåøåíèÿ 
íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ  (2.11.41) ìåòîäîì 
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.   

2
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Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà:

u’’(x)+ax  u’(x)+bx u(x)=0
Èñïîëüçóåì çàìåíó âèäà y(x)=h xs    P(x)=1/x
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

y’’(x)+g(x)y(x)=0
g(x)=bx +a(2—a) /4x 

u(x)=exp—ax  /2 dxy(x)=c expa/xy(x)

y(x)=expP(x )/2 dx z(y(x))=x   z(y(x))

g(x)=h s x    1— / (h x )+1/4x 
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîòåíöèàë g(x) ïðèìåò âèä òîæäåñòâà, 

åñëè ïîòðåáîâàòü òîæäåñòâåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè ñòåïåíÿõ è ðàâåíñòâî ñòåïåíåé ïåðåìåííîé:

1=2s—2    b=h s     2a—a =1—6
Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

s=3/2           h=2/3 b       =|a—1|/3 l 0
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò:

u’’(x)+ax  u’(x)+bx u(x)=0
u(x)=expa/x x    Z   (2/3 b    x   )
ãäå èíäåêñ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ =|a—1|/3 l 0

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðåëè íåñ-
êîëüêî êðèòåðèåâ, ïî êîòîðûì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
âòîðîãî ïîðÿäêà ìîãóò èëè íå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ — êðèòåðèè òåîðåìû 6, 7 è 8. Îíè 
èñõîäÿò èç îáùåãî âèäà ïîòåíöèàëîâ óðàâíåíèÿ, êîòîðîå 
èññëåäóåòñÿ íà ïðèâîäèìîñòü ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.
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Ñëåäóþùèì âàðèàíòîì, ïðèâîäÿùèì íåêîòîðîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è 
èñïîëüçóþùàÿ åãî ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ çàìåíà âèäà:

w(z)=B(y(z)) z(y(z))      (2.11.37)
èñïîëüçóþùóþ öåïî÷êó óðàâíåíèé:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ñî çíà÷åíèÿìè ïîòåíöèàëîâ:

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
Ïî òåîðåìå 6 èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå:

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.3)
ãäå U(x)=E(x)—Q(x)2      (2.11.4)
U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
Ïîäñòàâèì ïîòåíöèàëû â óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì:

u(x)=x    exp—Q(x)2 dxz(x) 
G(x)=(x — )/x  +Q’(x)+Q(x)/x2
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïðèìå-

íèì òåîðåìó 7 î çàìåíå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ:

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=Q(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=G(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íàì èçâåñòíû ïîòåíöèàëû 

P(z) è S(z) è íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü îáðàòíûé ïåðåõîä ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ. Ïîòåíöèàëû äâóõ óðàâíåíèé ïîäðÿä â 
ñèñòåìå íå îïðåäåëåíû è îáðàòíàÿ çàäà÷à çàòðóäíèòåëüíà. 

2 2 2

x

2

x
1/2

2 2 2

2

Îäíàêî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü çàìåíó (2.11.37) â 
ýëåìåíòàðíûõ èëè èíûõ ôóíêöèÿõ è èçó÷àòü êëàññû óðàâ-
íåíèé, ê êîòîðûì ïðèâîäèò òà èëè èíàÿ çàìåíà. 

Лемма 5. Дифференциальное уравнение вида:

w’’(x)+P(x)w’(x)+S(x)w(x)=0     (2.11.27)
может быть приведено к уравнению Бесселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
при помощи функции замены y(x) вида:

w(x)=y(x) z(y(x))      (2.11.38)

если можно подобрать замену, удовлетворяющую     

P(x)=(1—2a)y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)   (2.11.39)

S(x)=y’(x) 1—( —a )/y(x)     (2.11.40)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, ê 

êàêîìó óðàâíåíèþ ïî òåîðåìå 6 áóäåò ïðèâåäåíî óðàâíåíèå 
Áåññåëÿ ïðè ïîìîùè ñòåïåííîé ôóíêöèè çàìåíû (2.11.37):

B(x) = x      ãäå  u(x)=x  z(x)
u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
Èñïîëüçîâàíèå îáùåãî âèäà çàìåíû ïðèâåäåò ê òàêèì 

çíà÷åíèÿì ïîòåíöèàëîâ íîâîãî óðàâíåíèÿ:

U(x)=a/x  — ïîòåíöèàë çàìåíû èç òåîðåìû 6

Q(x)=(1—2a)/x   è  G(x)=1—( —a )/x )
Çàòåì ïðèìåíèì òåîðåìó 7 î çàìåíå ïåðåìåííûõ è 

çàìåíèì ïåðåìåííóþ x íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ y(x). Ýòî 
äàåò íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ (2.11.39) è (2.11.40). Ëåììà 5 
èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè 
ôóíêöèÿ çàìåíû äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ è ìîæåò áûòü âûðà-
æåíà ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
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Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ëåììû 5 
íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îáùåãî âèäà:

w’’(x)+P(x)w’(x)+S(x)w(x)=0     (2.11.41)
ãäå P(x)=g /x   è  S(x)=axb       (2.11.42)

Èñõîäÿ èç îáùåãî âèäà óðàâíåíèé (2.11.39) è (2.11.40), 
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ çàìåíû ìîæåò áûòü 
íàéäåíà ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ êàê ýëå-
ìåíòàðíàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ:

y(x) =сxb       ãäå b è с — íåèçâåñòíûå.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ çàìåíû â óðàâíåíèÿ (2.11.39) è  
(2.11.40), ñîêðàòèì è ïîëó÷èì îòíîøåíèÿ:

g =1—2ab 
axb=b  c x      1—( —a )/ (cxb) 
Î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü:

b=2b—2       a=b  c        =a
Îòñþäà b=(b+2)/2     с=2a  / (b+2)
          a==(1—g )/ (b +2)
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé êîíñòàíòû 

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11.41) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñëåäóþùåå 
îáùåå ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

w(x)=xba Z  (сxb)
Ìû ïîêàçàëè ìåòîä, êîòîðûì ìîæíî èññëåäîâàòü äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ èõ 
ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòûõ ôóíêöèé 
çàìåí â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 6 è 7.  

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5 ìû ðàññìîòðåëè êîíê-
ðåòíóþ ôóíêöèþ çàìåíû — ïðîñòåéøóþ ñòåïåííóþ ôóíê-
öèþ. Âìåñòî íåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ýëåìåíòàðíûå 
ôóíêöèè è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿòü íîâûå êðèòåðèè 
ïðèâîäèìîñòè êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îä-
íàêî ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå.  

2 2 2b-2 2 2 2

2 2

1/2



Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è (2.11.42) ýòî ðåøåíèå 
ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü, íàïðÿìóþ èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ çà-
ìåíó òåîðåìû 8. Ôàêòè÷åñêè, ëåììà 5 è âñÿ îáùàÿ çàìåíà 
âèäà (2.11.37) îêàçàëèñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 8.

Íàèáîëåå ñëîæíûì, õîòÿ ïðàêòè÷åñêè åùå ïðèìåíè-
ìûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå çàìåíû âèäà:

u(x)=A(x)B(y(x))z(y(x))      (2.11.38)
Â ÷àñòíîñòè, Ëîììåëü ïðè èññëåäîâàíèè îáùèõ ðåøå-

íèé óðàâíåíèé (2.11.26) èñïîëüçîâàë íà ïðàêòèêå ÷àñòíûé 
ñëó÷àé çàìåíû (2.11.25) èìåííî òàêîãî âèäà. Îí èñïîëüçîâàë 
÷àñòíûé ñëó÷àé (2.11.38) è ïîëó÷èë øèðîêèé êëàññ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâîäèìûõ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïðèâåäåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ 
èñïîëüçîâàíèå óñëîæíåííûõ êðèòåðèåâ (2.11.38) ÿâëÿåòñÿ 
íåóäîáíûì. Áîëåå òîãî, èñïîëüçîâàííàÿ Ëîììåëåì çàìåíà 
âèäà (2.11.38) òàêæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé 
ñëó÷àé òåîðåìû 8 î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîé çàìåíû. 

Âñå ðàññìîòðåííûå çàìåíû íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ 
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû 8 è îáîáùåííîé çàìåíû: 

u(x)=A(x) z(y(x))       (2.11.36)
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå 

ê îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äâóõ è áîëåå 
çàìåí òåîðåìû 6 î ïðèâîäèìîñòè óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíî 
îäíîêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ óñëîâèé ýòîé òåîðåìû è 
ñóùåñòâîâàíèþ îáîáùàþùåé çàìåíû. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðè-
ìåíåíèå òåîðåìû 7 î çàìåíå ïåðåìåííûõ òàêæå ýêâèâà-
ëåíòíî îäíîêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ óñëîâèé ýòîé òåîðåìû. 
Äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåì 6 
è 7 ñòðîãî ñîáëþäàåòñÿ çàêîí òðàíçèòèâíîñòè. 

Ýòî äîêàçûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ëèíåéíàÿ çàìåíà òåî-
ðåìû 8 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ñëó÷àåì ëèíåéíîé çàìåíû è 
îõâàòûâàåò âñå ïðî÷èå ÷àñòíûå ñëó÷àè (â òîì ÷èñëå äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîãî âèäà), èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå. 

Äîñòîèíñòâà ìåòîäà ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåì 6, 7 
è 8 î ïðèâîäèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðóã ê 
äðóãó î÷åâèäíû. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ ñâîäèòñÿ 
ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòî-
äîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.  



§ 12. Итоговые результаты главы

Ïîäûòîæèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå. 
Ìû èçó÷àëè îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0      (2.1.1)
ãäå  — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà 

êîíñòàíòà íåîòðèöàòåëüíà l0 ), à y(x) — ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèå Áåññåëÿ òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå:

z ’’(x)+— z ’(x)  +  1— —  z(x)  = 0      (2.1.2)
Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî 

ê óðàâíåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

ïðè ïîìîùè çàìåíû âèäà:  y (x)=  x(x)   (2.1.6)
Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñóùåñò-

âóþò ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ âèäà:

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)

Ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò 
âûïèñàòü åùå îäíó ïàðó ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé, ñâÿçûâà-
þùèå òðè ôóíêöèè Áåññåëÿ:

2’(x)= (x) — (x)       (2.1.28)

 (x) — 2— (x)+ (x)=0      (2.1.29)
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Äëÿ ðåøåíèé êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñóùåñò-
âóþò èíòåãðàëüíûå ôîðìû ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé:

 (x)= ——  (x )dx      (2.2.11)

Îãðàíè÷åííûå â íóëå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì 
èíäåêñîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

  (x)=(—1) x    — —   —  (2.2.23)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé:

  (x)       ——        (2.3.7)
 

Íåîãðàíè÷åííûå â íóëå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì 
èíäåêñîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

  (x)=x    — —   —    (2.4.10)

Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèåì â ðÿä:

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóùåñòâóþò äâà ÷àñò-
íûõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ  ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ:

 (x)=—     — l 0  (2.5.9)

×òîáû ïîëó÷èòü äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà, áûëè ââå-
äåíû ôóíêöèè Íåéìàíà.   
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Íåîãðàíè÷åííûå â íóëå ôóíêöèè Íåéìàíà óäîâëåò-
âîðÿþò ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ:

 (x)=—äëÿ l 0   (2.6.1)

Êîðíè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, êðîìå âîçìîæíî 
íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Êîðíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåøåíèé 
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïåðåìåæàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Êîðíè äâóõ 
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, èìåþùèõ 
îäèíàêîâûé èíäåêñ, ïåðåìåæàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðèâîäèòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ âèäà:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîé çàìåíû âèäà:

u(x)=expU(x )dx z(x)     (2.11.10)

ãäå U(x)=1/x— Q(x)2      (2.11.11)
U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=1—  /x —G(x)    
Íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðè ïî-

ìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ âèäà: 

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)

S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)   (2.11.29)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîáùåííîé çàìåíû è ïðèâåäåíèÿ 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ 
íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü äâå ýòè òåîðåìû. 
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ïðè ïî-

ìîùè îáîáùåííîé çàìåíû âèäà: 

u(x)=expP(x )—V(x)/2 dx z(y(x))
ãäå P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ y(x) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò 

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

K(x)—V ’(x)/2—V (x)/4 = y’(x) +     (2.11.42)

+—— —    — — —+—

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òåîðåìà èìååò â òîì ñëó÷àå, 
åñëè ôóíêöèÿ y(x) ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü âûðàæåíà 
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èìååò ïðîñòîé âèä. Åñëè 
ïðîñòîå ðåøåíèå y(x) ñóùåñòâóåò, íà ïðàêòèêå îíî ìîæåò 
áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.  

Îáîáùåííàÿ çàìåíà èìååò îáùèé âèä:

u(x)=A(x) z(y(x))       (2.11.36)
Ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåíèé êëàññè÷åñêîãî 

óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ áûëè ïîëó÷åíû íàïðÿìóþ, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé, èñõîäÿ òîëüêî 
èç îáùåãî âèäà ïîòåíöèàëîâ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.

Ïðèâåäåíèå îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ è ïðåäñòàâëåíèå èõ ðåøåíèé ïðè 
ïîìîùè îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ èñõîäèò òîëüêî 
èç îáùåãî âèäà ïîòåíöèàëîâ ïðèâîäèìîãî óðàâíåíèÿ. 

Àêòèâíî èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 
ê êîòîðîìó óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïðèâîäèòñÿ åäèíñòâåííûì 
îáðàçîì — äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé, àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ íóëåé ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ.  
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Ã ë à â à  III
Äðóãèå àñïåêòû óðàâíåíèé Áåññåëÿ 

è öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé

§ 1. Приведение дифференциальных уравнений 
старших порядков к уравнению Бесселя

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïîäðîáíî èçó÷àëèñü îáùèå 
ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ — ôóíêöèé Áåññåëÿ, 
Íåéìàíà è äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ (öèëèíäðè÷åñêèõ) ôóíêöèé 
è ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû ïðèâîäèìîñòè ê ëèíåéíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Îíà ðàññ÷èòàíà 
íà øèðîêóþ àóäèòîðèþ, èìåþùóþ áàçîâóþ ïîäãîòîâêó. 

Äëÿ ëèö, êîòîðûå èñïîëüçóþò ôóíêöèè Áåññåëÿ è 
Íåéìàíà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ è õîòÿò ïîäðîá-
íåå óçíàòü îá îñîáåííîñòÿõ èõ ïîâåäåíèÿ è íàèáîëåå 
òèïè÷íûõ èõ ñâîéñòâàõ, ïðåäûäóùàÿ ãëàâà ïðåäîñòàâëÿåò 
èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ. 

Ïîñëåäóþùèå ãëàâû ðàññ÷èòàíû íà ëèö, çàíèìàþùèõñÿ 
óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì âûñøåé ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé 
ôèçèêè è òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, è ìîãóò ïðåä-
ñòàâëÿòü íåêîòîðûå çàòðóäíåíèÿ äëÿ íåñïåöèàëèñòîâ. 

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Ëîììåëþ. Ðàñ-
ñìîòðèì íîâûé îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

 f (x)=x — f (x)       (3.1.1)

Ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå (2.11.24), ïðèâîäèìîå ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà (3.1.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

+a+a—2bu(x)+b  g  x  u(x)=0
åãî ðåøåíèå u(x)=x      Z  (gx )
Ëîììåëü è Âàòñîí îáîáùèëè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, 

ïîëó÷èâ ðåøåíèå öåëîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ: 
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 dx
d

2b2 2


b—a b

    +a—2bk+a—2bk—2bu(x)=
  =(—1) b  g   x   u(x)      (3.1.2)
Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

u(x)=x      Z  (gx )         (3.1.3)
ãäå g=c expikp /n    äëÿ k=1..n
Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-

ñòåìó. Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÷àñòíûå ñëó÷àè — íàïðèìåð, 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêîãî 
÷åòíîãî ïîðÿäêà.

Ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì áîëåå âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â 
ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàññìîòðèì 
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îïèñûâà-
þùåå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ:

—z — =z u(z)       (3.1.4)

Åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ

x=2z    è îáîçíà÷èòü z u(z)=z(x)
òî óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (3.1.4) ìîæåò áûòü 

ïðèâåäåíî ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé Áåññåëÿ:

z’’(x)+ —z’(x) z(x) — — z(x)=0     (3.1.5)
Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðèâîäèìîñòè ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ê 
óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-
íûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Î÷åâèäíî, ÷òî ê óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ ìîãóò ïðèâîäèòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
ñòàðøåãî ïîðÿäêà ñ ÷åòíîé ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. 

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé 
îïåðàòîð (3.1.1) è èçó÷èì åãî ñâîéñòâà áîëåå ïîäðîáíî. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèâåäåíèå ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ê îáùåìó âèäó ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà (3.1.1).

n-1

k=0
P        

n 2n2n 2nb


b—a b

dz
d d u2 2

2
4

2
2

1/2 2

dz

1
x

4
x 2
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×òîáû ðàññìîòðåòü îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé 
îïåðàòîð ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ, çàïèøåì ñëåäóþùåå:

   +ak=     k
 Sn-k       (3.1.6)

ãäå  S0=1       S1=a1+ ... +an        Sn=a1 ... an

Sk=     ai1 ... aik     äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ip=il
Ðàññìîòðèì îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 

âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷èì âûðàæåíèå â ÿâíîé ôîðìå: 

+a1+a2=x —+a1x —+a2 =

  =x2— + xa1+a2+1— + a1a2     (3.1.7)

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíûé ñëó÷àé:

+— =x2— +x— —  2      (3.1.8)

Óðàâíåíèå Áåññåëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

+—  z(x) +x2 z(x) =0      (3.1.9)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñòàðøåãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðîå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, äîëæíî 
áûòü ïðèâåäåíî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

   +k— k+x2 z(x) = 0      (3.1.10)

Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âèäà 
(3.1.10) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ôóíêöèè zk(x).

Ýòî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

+k— k+x2 zk(x) = 0       (3.1.11)
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k = 1.. n

dx
d

dx
d

dx
d

dx
d2

2

dx
d2

2 dx
d

  n

k=1
P        

n

k=0
        

n-k

 0
        /

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ñòàðøåãî ïîðÿäêà èçó÷àòü íà ïðèâîäèìîñòü ê êëàñ-
ñè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî 
ïðèâåñòè ê âèäó (3.1.10). 

Äàëåå íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïàðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, 
ïðîèçâåäåíèÿ êîòîðûõ ïðèâîäÿò ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ 
Áåññåëÿ (3.1.11). 

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî 
ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíå-
íèÿì Áåññåëÿ, øåñòîãî ïîðÿäêà — ê òðåì óðàâíåíèÿì. 

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåññåëÿ, 
ê êîòîðûì áûëî ïðèâåäåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. 

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. 

Âîïðîñû ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ ðàññìàò-
ðèâàëèñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå è óæå ïðåäñòàâëÿëè îïðåäå-
ëåííóþ ñëîæíîñòü. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé ñòàðøåãî ïîðÿä-
êà — åùå áîëåå ñëîæíûé è êðîïîòëèâûé ïðîöåññ.

Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ 
ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà — íàïðèìåð, îíè çàäàþò îïèñàíèå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê, ñëîæíûå êîëåáàíèÿ è ò.ä. Íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ 
ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. 

Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà è âûøå íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ 
êðàéíå çàòðóäíèòåëüíûì — èëè ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ 
àíàëèòè÷åñêè ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ìåíüøåãî ïîðÿäêà, 
èëè äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîì-
ïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ. 

Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòàð-
øèõ ïîðÿäêîâ ìîæíî àíàëîãè÷íî èñêàòü â îáùåì âèäå:

u(z)=A(z)   ck1 zk(y(z))+ck2 z-k(y(z))       

ãäå zk(x) — ïàðû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé 
óðàâíåíèé Áåññåëÿ ñ èíäåêñàìè k

  n

k=1
P        

n

k=1
        (3.1.12)
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Ðàññìîòðèì ïîïóëÿðíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé — óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îáùåå 
ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äâå ïàðû ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ äåéñòâèòåëüíîãî 
è ÷èñòî ìíèìîãî ïåðåìåííîãî îäíîãî èíäåêñà. 

+—  + x2 z(x) =0      (3.1.9)
+—  — x2 z(x) =0      (3.1.13)
z (x)=c1 (x)+ c2 (x)+ c3 (x)+ c4 (x)
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, 

ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàêèì îáðàçîì, 
ñîãëàñíî (3.1.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: 

+—  + x2+—  —
      — x2 z(x)=0  
4 —  2 2

2 +  4 — x4 z(x)=0      (3.1.14)
Âûïèøåì ñòåïåíè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà:


2 =x2— + x—         (3.1.15)


3 =x3— + 3x2— + x—       (3.1.16) 


4 =x4— + 6x3— + 7x2— + x—    (3.1.17)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî âèäà:

x4— + 6x3— + x2 7— 2 2  — +

   + x 1— 2 2  — +  4 — x4 z(x)=0     (3.1.18) 

   

dx
d2

2 dx
d

dx
d 3

3 dx
d

dx
d 2

2

dx
d 3

3 dx
d

dx
d 2

2dx
d 4

4

dx
d 3

3dx
d 4

4 dx
d 2

2

dx
d

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà èíäåêñ 
îäíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äåéñòâèòåëüíîìó 
ïåðåìåííîìó, íå ðàâåí èíäåêñó âòîðîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ, 
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñòî ìíèìîìó ïåðåìåííîìó:

z(x)=c1 (x)+ c2 (x)+ c3 (x)+ c4 (x)

+1 — 1  + x2+2 — 2  —
      — x2 z(x)=0   

4 —  1
2 + 2

2 
2 + 1

2 2
2  +

        + x2 1
2 — 2

2  —  x4 z(x)=0     (3.1.19)
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî âèäà:

x4— + 6x3— + x2 7— 1
2 + 2

2  — +

   + x 1— 1
2 + 2

2  — + 1
2 2

2 +

   + x2 1
2 — 2

2  — x4 z(x)=0      (3.1.20)
Óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

 — + —— +—— +

   +—— +—+

   +—— 1 z(x)=0      (3.1.21)

Âàðèàíò, êîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà 
ïðåäñòàâèìî òîëüêî ÷åðåç ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî èëè 
òîëüêî ÷èñòî ìíèìîãî ïåðåìåííîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Îäíàêî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ôèçèêè ñëó÷àé (3.1.14) è (3.1.19) âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå. À òåïåðü  
ðàññìîòðèì àëãîðèòìû íà ÿçûêå JavaScript. 

1 1 2 2

dx
d 3

3dx
d 4

4 dx
d 2

2

dx
d

dx
d 4

4

6
x dx

d 3

3

7— 1
2 + 2

2 
x 2 dx

d 2

2

1— 1
2 + 2

2 
x 2 dx

d 1
2 2

2

x 4

1
2 — 2

2

x 2



Ã ë à â à  IV
Ïðîãðàììû è àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé

§ 1. Общая постановка задачи вычислений

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðîãðàììû âû÷èñëåíèé 
ôóíêöèé Áåññåëÿ è äðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé 
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïèñàííûå àâòîðîì íà ÿçûêå 
JavaScript. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ÿçûê èìååò äîñòà-
òî÷íî ìíîãî ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ÿçû-
êàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 

Â îòëè÷èå îò ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ òèïà C++, Pasal 
è äð., ÿçûê JavaScript ïîääåðæèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñåìè 
ñîâðåìåííûìè èíòåðíåò-áðàóçåðàìè è íå òðåáóåò ñïå-
öèàëüíîé èíñòàëëÿöèè. JavaScript — âñòðîåííûé ÿçûê 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âåá-ñòðàíèö, êîòîðûé èìååò õîðîøèå 
ñðåäñòâà âûâîäà íà ýêðàí ìîíèòîðà è â ôàéë â ôîðìå 
HTML- è XML-ðàçìåòêè. Ïðîãðàììû âûïîëíÿþòñÿ íà ëî-
êàëüíîì êîìïüþòåðå. 

Âûâîä äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íà ìîíèòîð 
â ôîðìå òàáëèö èëè òåêñòîâîãî ôàéëà íå ïðåäñòàâëÿåò 
íèêàêèõ çàòðóäíåíèé, òàê êàê îí ïðåäóñìîòðåí ñðåäñòâàìè 
ÿçûêà JavaScript. Ïîëüçîâàòåëþ îñòàåòñÿ òîëüêî ñîõðàíèòü 
ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåð èç áðàóçåðà. 

Íåäîñòàòêîì JavaScript ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñðåäñòâ äëÿ 
âûâîäà ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè è ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ, 
÷òî íå ïîìåøàëî àâòîðó, êîòîðàÿ ñìîãëà ðåàëèçîâàòü âûâîä 
äàííûõ íà ýêðàí ìîíèòîðà è íà ïå÷àòü â ôîðìå ýìóëÿöèè 
ïñåâäî-ãðàôèêè ñðåäñòâàìè ðàçìåòêè. Ñêîðîñòü îòðèñîâêè 
ãðàôèêîâ çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò òèïà èíòåðíåò-
áðàóçåðà è íåñêîëüêî ìåíåå — îò ñêîðîñòè êîìïüþòåðà. 

Êî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà áûëè íàêîïëåíû õîðîøèå 
ìàòåìàòè÷åñêèå áèáëèîòåêè, íàïèñàííûå íà ÿçûêàõ òèïà 
Àëãîë, Ôîðòðàí è äð. Îäíàêî ê êîíöó XX âåêà ïðîèçîøåë 
êà÷åñòâåííûé ñêà÷åê â ðàçâèòèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ — áûëè 
ñîçäàíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå 
ÿçûêè ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òèïà PL/1, Pas-
cal, C, C++ è äð. Íà÷àëàñü ðàçðàáîòêà ïðèíöèïèàëüíî 
íîâîãî ñðåäñòâà ýëåêòðîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïåðåäà÷è 
122 123

èíôîðìàöèè — ãëîáàëüíàÿ ñåòü Èíòåðíåò. Äëÿ ðåàëèçà-
öèè êëèåíòñêèõ ñöåíàðèåâ áûë ñîçäàí ÿçûê JavaScript. 
Ãëîáàëèçàöèÿ ìèðîâûõ ïðîöåññîâ èìåëà è ñóùåñòâåííûå 
íåäîñòàòêè — â ÷àñòíîñòè, áûëè ôàêòè÷åñêè óòåðÿíû ìíîãèå 
ïðîãðàììíûå ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. 

Â íà÷àëå XXI âåêà ïðîãðàììû ìàòåìàòè÷åñêîãî 
àïïàðàòà íà÷àëè âîññòàíàâëèâàòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè 
ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå áèáëèîòåêè, â 
êîòîðûõ óæå ïðîâåðåííûå àëãîðèòìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ 
áûëè ïåðåïèñàíû íîâûìè ñðåäñòâàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 
Ê íåäîñòàòêó òàêèõ áèáëèîòåê îòíîñèòñÿ èõ çàêðûòîñòü è 
òî, ÷òî îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî ïëàòíîé ëèöåíçèè èëè 
íåçàêîííûìè «ïèðàòñêèìè» êîïèÿìè. Îäíèìè èç íàèáîëåå 
ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà÷àëà XXI âåêà 
ïðîäîëæàþò îñòàâàòüñÿ Pascal, C, C++ è ò. ï. 

Ê íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâàì ÿçûêà JavaScript îò-
íîñèòñÿ åãî äîñòóïíîñòü è îòêðûòàÿ àðõèòåêòóðà, õîðîøèå 
ñðåäñòâà äëÿ âûâîäà äàííûõ â èíòåðíåò-áðàóçåðû, ôàê-
òè÷åñêàÿ áåñïëàòíîñòü è ñâîáîäíîå ðàñïðîñòðàíåíèå 
áèáëèîòåê ïðîãðàìì íà JavaScript. Õîòÿ ýòîò ÿçûê èìååò 
ìíîãî ñõîæåãî ñ C++ (èìåííî íà åãî áàçå áûëà ïîñòðîåíà 
ñèñòåìà êîìàíä JavaScript), èäåîëîãèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ 
íà JavaScript çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò C è C++, ñêîðåå 
íàïîìèíàÿ «ïðîäâèíóòûå» âåðñèè ÿçûêà PL/1 è ïîäîáíûõ 
áîëåå ðàííèõ ÿçûêîâ ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.   

Ïðàêòè÷åñêè íèêòî èç ðàçðàáîò÷èêîâ ñîâðåìåííûõ 
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì íå èñïîëüçóåò âñòðîåííûé â 
áðàóçåðû ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ JavaScript äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Ýòîò ÿçûê ÷àùå âñåãî 
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äèçàéíà âåá-
ñòðàíèö è ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ âåá-äèçàé-
íåðàìè, à íå ïðîãðàììèñòàìè êàê òàêîâûìè. 

Ðàáîòàÿ âåá-äèçàéíåðîì, ñîçäàâàÿ ñàéòû, âåá-ñòðàíèöû 
è ïðîãðàììû íà JavaScript äëÿ «êëèåíòñêîé ñòîðîíû», àâòîð 
ñìîãëà óâèäåòü ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè 
è ïîòðÿñàþùóþ ãèáêîñòü ýòîãî ÿçûêà è óäîáñòâî åãî 
ïðèìåíåíèÿ, ñîâåðøåííî íåçàñëóæåííî íå èñïîëüçóåìîãî â 
ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ñ öåëüþ ïîêàçàòü ïðå-
èìóùåñòâà JavaScript àâòîð ðàçðàáîòàëà ñåðèþ ïðîãðàìì 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.  



ßçûê JavaScript ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè 
äëÿ ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììèñòîâ è îñîáåííî äëÿ ïðîãðàì-
ìèñòîâ-ìàòåìàòèêîâ — àâòîð íå âñòðå÷àëà ïðîãðàìì èç 
àðñåíàëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, 
ðåàëèçîâàííûõ ñðåäñòâàìè ÿçûêà JavaScript. 

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòàâëÿòü ðåàëüíûå êîììåð÷åñêèå 
ïðîãðàììû íà ýòîì ÿçûêå, íåäîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå êàê òàêîâîå è ñèñòåìó êîìàíä JavaScript. Âûâîä 
äàííûõ èç ÿçûêà JavaScript èìååò ñâîþ õàðàêòåðíóþ 
ñïåöèôèêó — îí îñóùåñòâëÿåòñÿ â ôîðìå HTML- è XML-
êîäîâ è âåá-ñòðàíèö â èíòåðíåò-áðàóçåð. ßçûê JavaScript 
òåñíî ñâÿçàí ñ ÿçûêàìè ãèïåðòåêñòîâîé ðàçìåòêè è ÿâëÿåòñÿ 
âñòðîåííûì îáúåêòîì â âåá-ñòðàíèöàõ. 

Äëÿ ìèíèìàëüíîãî îôîðìëåíèÿ âûâîäà äàííûõ èç 
ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà JavaScript, íåîáõîäèìî ýëå-
ìåíòàðíîå çíàíèå HTML- è XML-ðàçìåòêè. Ãëóáîêîå æå çíà-
íèå âåá-äèçàéíà è ÿçûêà ãèïåðòåêñòîâîé ðàçìåòêè ïîçâîëÿåò 
âûâîäèòü íà ýêðàí ìîíèòîðà äàííûå ïðàêòè÷åñêè ëþáîãî 
âèçóàëüíî-ïðèâëåêàòåëüíîãî äèçàéíà è îôîðìëåíèÿ.

×ðåçâû÷àéíî óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
è îáìåíà ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ÿçûêå JavaScript, 
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ñåòü Èíòåðíåò. Âñòðîåííûå â âåá-
ñòðàíèöû ïðîãðàììû ìîãóò ðàçìåùàòüñÿ íà èíòåðíåò-ñàéòàõ 
êàê â ïóáëè÷íîì, òàê è â êîíôèäåíöèàëüíîì (ïëàòíîì èëè 
ïàðîëüíîì) ðåæèìàõ. Èñïîëíÿþòñÿ íàïèñàííûå ïðîãðàììû 
íà ñòîðîíå Êëèåíòà â åãî èíòåðíåò-áðàóçåðå, ïîýòîìó ñåð-
âåðíàÿ ñòîðîíà äëÿ âû÷èñëåíèé íå çàäåéñòâóåòñÿ. 

Ïîëüçîâàòåëü íàïèñàííûõ íà ÿçûêå JavaScript 
ïðîãðàìì ìîæåò íå èìåòü îñîáûõ íàâûêîâ ðàáîòû â 
ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ, íå óñòàíàâëèâàòü äî-
ðîãèõ êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàìì è íå ïðèîáðåòàòü îñîáûå 
ëèöåíçèè — åìó äîñòàòî÷íî èìåòü èíòåðíåò-áðàóçåð è 
ýëåìåíòàðíûå íàâûêè ïîëüçîâàòåëÿ ñåòè Èíòåðíåò. 

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî 
ñîõðàíèòü ñãåíåðèðîâàííóþ JavaScript âåá-ñòðàíèöó íà 
ëîêàëüíûé êîìïüþòåð èëè ñêîïèðîâàòü äàííûå èç èíòåðíåò-
áðàóçåðà â ëþáîå óäîáíîå ïîëüçîâàòåëþ ïðèëîæåíèå (â òîì 
÷èñëå îôèñíîå). Ìîæíî òàêæå îòïðàâèòü äàííûå íà ïå÷àòü 
íà ïðèíòåð èëè â ôàéë, â äàëüíåéøåì ïðîâåäÿ îáðàáîòêó 
ýòîãî ôàéëà â áîëåå óíèâåðñàëüíîì ôîðìàòå. 
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§ 2. Программное вычисление функций Бесселя

Â § 5 ãëàâû 2 áûëî ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå 
â ðÿä ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàììà-ôóíêöèé 
Ýéëåðà, à èìåííî:

z  (x)=—     —      (2.5.7)

Ïðèêëàäíûå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ 
â îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ äëÿ ìàëûõ èíäåêñîâ ñ çàäàííîé 
òî÷íîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé 
îñíîâàíî èìåííî íà ýòîì ðàçëîæåíèè â ðÿä.

Äàííàÿ ôîðìóëà íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà 
äëÿ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè öåëûõ 
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà, òàê êàê â ÿâíîì âèäå 
îíà âûðîæäàåòñÿ. Ïðè íàõîæäåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèé 
Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì òàêæå èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå 
ðàçëîæåíèÿ — â êîíå÷íûé ðÿä â ÿâíîì âèäå.

Программа 1. Вычисление значений функций Бесселя 
при целых неотрицательных значениях индекса на базе 
ранее полученного разложения в ряд

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Ïîñêîëüêó ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ íà ïåðñîíàëüíûõ êîì-
ïüþòåðàõ ñ 32-ðàçðÿäíûì ïðåäñòàâëåíèåì äàííûõ, è ÿçûê 
JavaScript ðàññ÷èòàí èìåííî íà òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èí-
ôîðìàöèè, ìû ìîæåì ïðîâîäèòü ÿâíûå ðàñ÷åòû ñ ðàçóìíîé 
òî÷íîñòüþ (ïîãðåøíîñòüþ), íå ïðåâûøàþùåé E = 10-12. 

Äëÿ áîëüøåé ÷àñòè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ýòè ïîêàçàòåëè 
ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè è óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíûìè. Áîëüøóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî 
ïðîèçâîäèòü ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ — ïîðÿäêà E = 10-6. 
Ïðèâîäèìûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè è ó÷èòûâàþò 
íåãàòèâíûå îñîáåííîñòè 32-ðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðîãðàìì äëÿ 64-ðàçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå 
âëå÷åò íèêàêèõ çàòðóäíåíèé è íå èìååò îãðàíè÷åíèé.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.5.8) íà÷àëüíûé ÷ëåí ðÿäà ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

a  = — —            (4.2.1)

Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ìîæåò áûòü 
âû÷èñëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíûì îòíîøåíèåì:

a  =a   —       (4.2.2)

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðîãðàììíûé ìîäóëü íà ÿçûêå 
JavaScript äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ öåëûì 
íåîòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì, âñòðàèâàåìûé â âåá-ñòðàíèöû 
è ïðîèçâîäÿùèé âû÷èñëåíèÿ áåç îêðóãëåíèÿ ñ çàäàííîé 
òî÷íîñòüþ (ïîãðåøíîñòüþ), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

<script type=”text/javascript”>
function NNBessel(x,n,eps)
{

var Emax = 1E-13; /* максимальная погрешность */
var Emin = 1E-6;  /* минимальная погрешность */
 
if (x == null)  x = 0;  /* переменная */
if (n == null)  n = 0;  /* индекс функции */
if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
 
/* далее исправления и коррекция запрещены */
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* исправления */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
 
x = Math.abs(x);
n = Math.abs(n);    /* округление индекса */ 
n = Math.floor(n);
 
var ak = 1; /* переменные итерации */
var s = 0;  /* переменные - сумма ряда */
var k = 0;  /* нумерация членов ряда */ 
var i = 1; 
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/* вычисление нулевого члена ряда */
for (i = 1; i <= n; i++)   ak = ak * x / 2 / i;

/* вычисления ряда с заданной погрешностью */
while (Math.abs(ak) > eps) 
{

s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (n + k));

}

/* исправление погрешности и расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;

/* возврат полученного значения суммы ряда */ 
return s;

}
</script>

Âûçîâ ðàñ÷åòà ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ öåëûì èíäåêñîì 
ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì âûçîâà NNBessel(x,n,eps), ãäå

x — çíà÷åíèå ïåðåìåííîé;
n — íîìåð èíäåêñà ôóíêöèè Áåññåëÿ;
eps — òî÷íîñòü (ïîãðåøíîñòü) âû÷èñëåíèé.
Åñëè óêàçàííûå çíà÷åíèÿ íå áóäóò çàäàíû â ïàðàìåòðàõ 

è íå îïðåäåëåíû, òî ïî óìîë÷àíèþ ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå 
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ôóíêöèè NNBessel:

x = 0 — çíà÷åíèå ïåðåìåííîé;
n = 0 — íîìåð èíäåêñà ôóíêöèè Áåññåëÿ;
eps = 1Е-6 — òî÷íîñòü (ïîãðåøíîñòü) âû÷èñëåíèé.

Âñå óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü 
ïåðåîïðåäåëåíû è çàäàíû íåïîñðåäñòâåííî ïîëüçîâàòåëåì 
â òåêñòå ñàìîé ïðîãðàììû — â ÿâíîì âèäå.

Ïðîãðàììà êîððåêòíî ðàáîòàåò âî âñåõ ðàñïðîñòðàíåí-
íûõ èíòåðíåò-áðàóçåðàõ íà êîìïüþòåðàõ íå íèæå ÷åì ñ 32-
ðàçðÿäíûìè ïðèëîæåíèÿìè, ïðè çíà÷åíèÿõ öåëîãî èíäåêñà 
n îò 0 äî 10 (èíäåêñû îêðóãëÿþòñÿ) è ïðè çíà÷åíèÿõ 
ïåðåìåííîé x îò 0 îðèåíòèðîâî÷íî äî 50 è ìåíåå. 

Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íàáëþäàþòñÿ ïðè 
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ. 

0 2
x n

n !
1

(—1) (x/2)2

k (n +k )k k-1



Íà ïðàêòèêå ïîëüçîâàòåëþ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ óæå 
ãîòîâûé èñïîëíÿåìûé ìîäóëü — êàê äëÿ âû÷èñëåíèé 
êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ öåëûì íåîòðè-
öàòåëüíûì èíäåêñîì, òàê è äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàáëèö çíà÷åíèé 
ôóíêöèé Áåññåëÿ è äàæå âèçóàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ 
íà ìîíèòîðå. 

Ïðèâîäèì ïîëíûé HTML-êîä âåá-ñòðàíèö, êîòîðûé áåç 
èçìåíåíèé íåîáõîäèìî çàïèñàòü â òåêñòîâûé ôàéë â ëþáîì 
òåêñòîâîì ðåäàêòîðå, óñòàíîâèâ åìó ñïåöèàëüíîå ðàñøèðåíèå 
.htm èëè .html. Àêòèâèðîâàâ ôàéë â èíòåðíåò-áðàóçåðå â 
ëîêàëüíîì ðåæèìå (íàïðèìåð, äâîéíûì ùåë÷êîì ìûøè ïî 
èìåíè ôàéëà èëè ïðàâîé êíîïêîé ìûøè), ïîëüçîâàòåëü 
ñìîæåò ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå åìó ðàñ÷åòû.

Â ïðèâîäèìîì êîäå èñïîëüçîâàí ìèíèìàëüíûé äèçàéí 
è ñòðîãîå îôîðìëåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü èçìåíåíî ïóòåì 
ïðèìåíåíèÿ ñòèëåé è CSS. 

Îñîáåííîñòüþ äàííûõ ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèéñÿ 
îò÷åò î õîäå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, 
êîòîðûé ïå÷àòàåòñÿ âíèçó îêíà â ñòðîêå ñîñòîÿíèÿ èíòåð-
íåò-áðàóçåðà. Ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû â âèäå 
òàáëèöû èëè ãðàôèêà äåìîíñòðèðóþòñÿ â íîâîì îêíå, 
îòêðûâàþùèìñÿ ñ ìîìåíòà çàïóñêà ïðîãðàììû. Äàëåå 
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîãóò áûòü ñîõðàíåíû íà 
êîìïüþòåð èëè ñêîïèðîâàíû â ëþáîå îôèñíîå èëè èíîå 
ñîâìåñòèìîå ïðèëîæåíèå.

Íåîáõîäèìî òàêæå ïîìíèòü, ÷òî â ÿçûêå JavaScript 
äåñÿòè÷íûå äðîáè çàïèñûâàþòñÿ ñ ðàçäåëèòåëåì â âèäå 
òî÷êè, çàïÿòóþ â ÷èñëàõ èñïîëüçîâàòü çàïðåùåíî.

Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà ïðîèçâîäèò ïîñòðîåíèå òàáëè-
öû çíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ çàäàííûì öåëûì èí-
äåêñîì è ïåðåìåííûìè. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñîçäàòü òåêñòîâûé 
ôàéë ñ èìåíåì è ðàñøèðåíèåì TabBessel.html

<html>
<head>
<title>Функции Бесселя :: таблица значений</title>

<script type=”text/javascript”>
/* Функция вывода таблицы Фнк. Бесселя */  
function TabBessel()
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{
/* каждый раз открывается новое окно */
var msgWindow = Math.random() * 1000000;
msgWindow = Math.floor(msgWindow);
MsgBox = window.open(“”,msgWindow,”toolbar=yes,locat

ion=yes,scrollbars=yes,directories=yes,status=yes,menu
bar=yes,resizable=yes”);  

/* определение переменных */
var Emax = 1E-12;
var Emin = 1E-1;
var PEmax = 12;
var PEmin = 1;

var i = 0; var j = 0; 
var index1 = Math.floor(document.form4.index1.value);
var index2 = Math.floor(document.form4.index2.value);
var delta = Math.abs(document.form4.delta.value);
var eps = Math.abs(document.form4.eps.value);

/* приведение констант к допустимым значениям */
if (delta < Emax) delta = Emax; 
if (eps < PEmin) eps = PEmin;
if (eps > PEmax) eps = PEmax;

if ((index1 < 0) && (index2 < 0)) 
{ index1 = Math.abs(index1); 
index2 = Math.abs(index2); }
else if ((index1 < 0) && (index2 >= 0)) 

{ index2 = Math.max(-index1,index2); 
index1 = 0; }
else if ((index1 >= 0) && (index2 < 0))

{ index2 = Math.max(index1,-index2); 
index1 = 0; }

if (index2 < index1) 
{ var index0 = index2; 
index2 = index1; index1 = index0; }

var NN = index2 - index1 + 1;
var iks1 = Math.abs(document.form4.iks1.value);
var iks2 = Math.abs(document.form4.iks2.value);

if (iks2 < iks1) 
{ var iksx = iks2; iks2 = iks1; iks1 = iksx; }

var iks = iks1;
var ind = index1;
var Bessel = 0;



var delta2 = delta;  /* борьба с округлением */
var p = 0;           /* порядок степени шага */
var a = new Array(); 

/* определение порядка степени шага p */
while (Math.abs(delta2 - Math.floor(delta2)) > Emax)
{ delta2 = delta2 * 10 - Math.floor(delta2 * 10);
p = p + 1; }

/* вывод заголовка страницы и заголовка таблицы */
MsgBox.document.writeln(‘<html><head><title>Функции 

Бесселя :: таблица значений</title>’);
MsgBox.document.writeln(“<meta http-equiv=’content-

type’ content=’text/html; charset=windows-1251’ /></
head>”);

MsgBox.document.writeln(“<body><table style=’font-
size: 9pt; text-align: right; font-family: verdana,ari
al,helvetica’><colgroup><col width=’100’ />”);

for (i = index1; i <= index2; i++) MsgBox.document.
writeln(“<col width=’150’ />”);

MsgBox.document.writeln(“</colgroup><tbody><tr 
style=’text-align: left; font-weight: bold;’><td>x</
td>”); 

for (i = index1; i <= index2; i++) MsgBox.document.
writeln(“<td style=’text-align: right; font-weight: 
bold;’>J<sub>”,i,”</sub> (x)</td>”);

var Miterac = Math.floor((iks2 - iks1) / delta) + 1;
var Niterac = 1; var delta1 = iks;

while ((Niterac <= Miterac) && (delta1 < iks2))
{ delta1 = iks;     /* борьба с округлением */
delta1 = Math.round(delta1 * Math.pow(10,p)) / 

Math.pow(10,p);
MsgBox.document.writeln(“</tr>\n<tr><td 

style=’text-align: left; font-weight: 
bold;’>”,delta1,”</td>”);

/* запись об итерации в строку состояния */
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Выполняется итерация для 
аргумента х = ‘+delta1+’ !! “)</’+’script’+’>’);
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/* вызов значений функций и запись в таблицу */
for (i = index1; i <= index2; i++)

{ Bessel = NBessel(iks,i,eps);
MsgBox.document.writeln(“<td>”,Bessel,”</td>”); }

iks = iks + delta;
Niterac = Niterac + 1;
}

/* закрытие кодов таблицы и веб-страницы */
MsgBox.document.writeln(“</tr></tbody></table>”);
MsgBox.document.writeln(“</body></html>”);
MsgBox.document.close();  

}

/* Получения значения Фнк. Бесселя с округлением */ 
function NBessel(x,n,Peps)
{

var k = 0; var i = 1; 
var Emax = 1E-12; /* предельная погрешность */
var Emin = 1E-1;  /* минимальная погрешность */

var PEmax = 12; 
var PEmin = 1;

if (n == null) n = 1; 
if (x == null) x = 0; 
x = Math.abs(x); 
n = Math.abs(n);       /* округление индекса */
n = Math.floor(n);

var eps = 1; 
if (Peps == null) Peps = PEmin; 
Peps = Math.abs(Peps); 
eps = 1 / Math.pow(10,Peps); 

if (eps > Emin) eps = Emin; 
if (eps < Emax) eps = Emax; 

/* Расчет значений Фнк. Бесселя без округления */
var ak = 1; 
var s = 0;      
for (i = 1; i <= n; i++)   ak = ak * x / 2 / i; 

while (Math.abs(ak) > (eps / 10))
{  s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (n + k)); 
} 



/* исправление погрешности и расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0;   
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;   

/* вывод корректного округления полученной суммы */
var sgnm = 0;        
if (s > 0) sgnm = 1;
if (s < 0) sgnm = -1;
s = Math.abs(s);

var a = new Array(); 
a[0] = Math.floor(s);
a[1] = “.”;
var str = s - a[0];

for (i = 2; i <= (Peps + 2); i++) 
{ a[i] = Math.floor(str * 10);
str = str * 10 - Math.floor(str * 10);
}

k = Peps + 2;   
if (a[k] > 4)

{ k = k - 1;  
if (k == 1) k = 0;
a[k] = a[k] + 1;
while ((a[k] > 9) && (k > 0))

{ a[k] = 0;
k = k - 1;
if (k == 1) k = 0;
a[k] = a[k] + 1;
}

}

/* слияние полученной таблицы в единую строку */
a.pop();
if ((sgnm == -1) && (a.join(“”) > 0)) a.unshift(“-”);
s = a.join(“”);

/* возврат корректно округленного результата */
return s;

}
</script>
</head>

<body>
<!-- Начало отрисовки формы запроса -->
<form method=”post” name=”form4” id=”form4”>
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Функции Бесселя индекса n от <input type=”text” 
name=”index1” id=”index1” style=”width: 50px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;” /> до <input 
type=”text” name=”index2” id=”index2” style=”width: 
50px; height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” /> 
с округлением и погрешностью 10 <input type=”text” 
value=”-6” name=”eps” id=”eps” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” />

<br /><br />Интервал переменной x от <input 
type=”text” name=”iks1” id=”iks1” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” /> до <input 
type=”text” name=”iks2” id=”iks2” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” />  
с шагом <input type=”text” value=”1E-1” name=”delta” 
id=”delta” style=”width: 50px; height: 22px; 
border:#5a7381 1px solid;” /> 

<input type=”button” value=”Таблица Фнк. Бесселя” 
onClick=”TabBessel()” style=”width: 180px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;” />

</form>
</body></html>

Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñ-
ëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåññåëÿ çàíèìàåò íåçíà÷èòåëüíûé 
îáúåì ïðîãðàììû — íå áîëåå 5%. 

Îêîëî 95% îáúåìà òåêñòà ïðîãðàììû çàíèìàþò ïðî-
âåðêè êîððåêòíîñòè ââåäåííûõ äàííûõ, èõ èñïðàâëåíèå, 
îðãàíèçàöèÿ âûâîäà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé â ôîðìå 
òàáëèöû è âåá-ñòðàíèöû â êîððåêòíîé ôîðìå ïîñëå 
îêðóãëåíèÿ (â ò. ÷. ñî âñåìè íóëÿìè â êîíöå ÷èñåë).

Íåîáõîäèìîñòü ãåíåðàöèè êîäà ãèïåðòåêñòîâîé ðàçìåò-
êè â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ÷àùå âñåãî è âûçûâàåò 
ñëîæíîñòè ó ïðîãðàììèñòîâ, íå çíàêîìûõ ñ âåá-äèçàéíîì. 
Îäíàêî ýòî æå äåëàåò ïðîãðàììû íà ÿçûêå JavaScript î÷åíü 
óäîáíûìè è ïðîñòûìè äëÿ èõ êîíå÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ.

Ïðèâåäåííûé òåêñò ïðîãðàììû ðàáîòîñïîñîáåí — åãî 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà 
ïðèâåäåì òàáëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ, ïîëó÷åííûå 
ñ ïîìîùüþ íàñòîÿùåé ïðîãðàììû. Çàòðà÷åííîå íà ðàñ÷åòû 
è âûâîä äàííûõ âðåìÿ ñîñòàâèëî 2-3 ñåêóíäû.



x J0 (x) J1 (x) J2 (x) J3 (x) J4 (x) J5 (x) J6 (x)

0 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.1 0.997502 0.049938 0.001249 0.000021 0.000000 0.000000 0.000000

0.2 0.990025 0.099501 0.004983 0.000166 0.000004 0.000000 0.000000

0.3 0.977626 0.148319 0.011166 0.000559 0.000021 0.000001 0.000000

0.4 0.960398 0.196027 0.019735 0.001320 0.000066 0.000003 0.000000

0.5 0.938470 0.242268 0.030604 0.002564 0.000161 0.000008 0.000000

0.6 0.912005 0.286701 0.043665 0.004400 0.000331 0.000020 0.000001

0.7 0.881201 0.328996 0.058787 0.006930 0.000610 0.000043 0.000003

0.8 0.846287 0.368842 0.075818 0.010247 0.001033 0.000083 0.000006

0.9 0.807524 0.405950 0.094586 0.014434 0.001641 0.000149 0.000011

1 0.765198 0.440051 0.114903 0.019563 0.002477 0.000250 0.000021

1.1 0.719622 0.470902 0.136564 0.025695 0.003588 0.000399 0.000037

1.2 0.671133 0.498289 0.159349 0.032874 0.005023 0.000610 0.000061

1.3 0.620086 0.522023 0.183027 0.041136 0.006831 0.000901 0.000099

1.4 0.566855 0.541948 0.207356 0.050498 0.009063 0.001290 0.000152

1.5 0.511828 0.557937 0.232088 0.060964 0.011768 0.001799 0.000228

1.6 0.455402 0.569896 0.256968 0.072523 0.014995 0.002452 0.000332

1.7 0.397985 0.577765 0.281739 0.085150 0.018790 0.003275 0.000472

1.8 0.339986 0.581517 0.306144 0.098802 0.023197 0.004294 0.000657

1.9 0.281819 0.581157 0.329926 0.113423 0.028253 0.005538 0.000897

2 0.223891 0.576725 0.352834 0.128943 0.033996 0.007040 0.001202

2.1 0.166607 0.568292 0.374624 0.145277 0.040453 0.008828 0.001587

2.2 0.110362 0.555963 0.395059 0.162325 0.047647 0.010937 0.002066

2.3 0.055540 0.539873 0.413915 0.179979 0.055596 0.013397 0.002653

2.4 0.002508 0.520185 0.430980 0.198115 0.064307 0.016242 0.003367

2.5 -0.048384 0.497094 0.446059 0.216600 0.073782 0.019502 0.004225

2.6 -0.096805 0.470818 0.458973 0.235294 0.084013 0.023207 0.005246

2.7 -0.142449 0.441601 0.469562 0.254045 0.094984 0.027388 0.006452

2.8 -0.185036 0.409709 0.477685 0.272699 0.106669 0.032069 0.007863

2.9 -0.224312 0.375427 0.483227 0.291093 0.119033 0.037276 0.009503

3 -0.260052 0.339059 0.486091 0.309063 0.132034 0.043028 0.011394

3.1 -0.292064 0.300921 0.486207 0.326443 0.145618 0.049345 0.013559

3.2 -0.320188 0.261343 0.483528 0.343066 0.159722 0.056238 0.016022

3.3 -0.344296 0.220663 0.478032 0.358769 0.174275 0.063717 0.018806

3.4 -0.364296 0.179226 0.469722 0.373389 0.189199 0.071785 0.021934

3.5 -0.380128 0.137378 0.458629 0.386770 0.204405 0.080442 0.025429

3.6 -0.391769 0.095466 0.444805 0.398763 0.219799 0.089680 0.029311

3.7 -0.399230 0.053834 0.428330 0.409225 0.235279 0.099485 0.033601

3.8 -0.402556 0.012821 0.409304 0.418026 0.250736 0.109840 0.038316

3.9 -0.401826 -0.027244 0.387855 0.425044 0.266059 0.120718 0.043474

x J0 (x) J1 (x) J2 (x) J3 (x) J4 (x) J5 (x) J6 (x)

4 -0.397150 -0.066043 0.364128 0.430171 0.281129 0.132087 0.049088

4.1 -0.388670 -0.103273 0.338292 0.433315 0.295827 0.143908 0.055168

4.2 -0.376557 -0.138647 0.310535 0.434394 0.310029 0.156136 0.061725

4.3 -0.361011 -0.171897 0.281059 0.433347 0.323611 0.168720 0.068761

4.4 -0.342257 -0.202776 0.250086 0.430127 0.336450 0.181601 0.076279

4.5 -0.320542 -0.231060 0.217849 0.424704 0.348423 0.194715 0.084276

4.6 -0.296138 -0.256553 0.184593 0.417069 0.359409 0.207991 0.092745

4.7 -0.269331 -0.279081 0.150573 0.407228 0.369293 0.221355 0.101676

4.8 -0.240425 -0.298500 0.116050 0.395208 0.377960 0.234725 0.111051

4.9 -0.209738 -0.314695 0.081292 0.381055 0.385307 0.248017 0.120850

5 -0.177597 -0.327579 0.046565 0.364831 0.391232 0.261141 0.131049

5.1 -0.144335 -0.337097 0.012140 0.346618 0.395647 0.274004 0.141616

5.2 -0.110290 -0.343223 -0.021718 0.326517 0.398468 0.286512 0.152516

5.3 -0.075803 -0.345961 -0.054748 0.304641 0.399625 0.298567 0.163708

5.4 -0.041210 -0.345345 -0.086695 0.281126 0.399058 0.310070 0.175147

5.5 -0.006844 -0.341438 -0.117315 0.256118 0.396717 0.320925 0.186783

5.6 0.026971 -0.334333 -0.146375 0.229779 0.392567 0.331031 0.198560

5.7 0.059920 -0.324148 -0.173656 0.202284 0.386586 0.340293 0.210420

5.8 0.091703 -0.311028 -0.198954 0.173818 0.378766 0.348617 0.222298

5.9 0.122033 -0.295142 -0.222082 0.144579 0.369111 0.355911 0.234127

6 0.150645 -0.276684 -0.242873 0.114768 0.357642 0.362087 0.245837

6.1 0.177291 -0.255865 -0.261182 0.084598 0.344393 0.367065 0.257352

6.2 0.201747 -0.232917 -0.276882 0.054283 0.329414 0.370767 0.268597

6.3 0.223812 -0.208087 -0.289871 0.024042 0.312768 0.373124 0.279493

6.4 0.243311 -0.181637 -0.300072 -0.005908 0.294534 0.374075 0.289958

6.5 0.260095 -0.153841 -0.307430 -0.035347 0.274803 0.373565 0.299913

6.6 0.274043 -0.124980 -0.311916 -0.064060 0.253680 0.371551 0.309276

6.7 0.285065 -0.095342 -0.313525 -0.091837 0.231283 0.367996 0.317965

6.8 0.293096 -0.065219 -0.312277 -0.118474 0.207742 0.362876 0.325900

6.9 0.298102 -0.034902 -0.308219 -0.143775 0.183197 0.356177 0.333002

7 0.300079 -0.004683 -0.301417 -0.167556 0.157798 0.347896 0.339197

7.1 0.299051 0.025153 -0.291966 -0.189641 0.131706 0.338042 0.344410

7.2 0.295071 0.054327 -0.279980 -0.209872 0.105087 0.326635 0.348573

7.3 0.288217 0.082570 -0.265595 -0.228102 0.078114 0.313706 0.351621

7.4 0.278596 0.109625 -0.248968 -0.244202 0.050966 0.299301 0.353494

7.5 0.266340 0.135248 -0.230273 -0.258061 0.023825 0.283474 0.354140

7.6 0.251602 0.159214 -0.209703 -0.269584 -0.003126 0.266293 0.353512

7.7 0.234559 0.181313 -0.187465 -0.278697 -0.029702 0.247838 0.351570

7.8 0.215408 0.201357 -0.163778 -0.285346 -0.055719 0.228198 0.348280

7.9 0.194362 0.219179 -0.138873 -0.289495 -0.080996 0.207474 0.343621

8 0.171651 0.234636 -0.112992 -0.291132 -0.105357 0.185775 0.337576

9 -0.090334 0.245312 0.144847 -0.180935 -0.265471 -0.055039 0.204316

10 -0.245936 0.043473 0.254630 0.058379 -0.219603 -0.234062 -0.014459

11 -0.171190 -0.176785 0.139048 0.227348 -0.015040 -0.238286 -0.201584

12 0.047689 -0.223447 -0.084930 0.195137 0.182499 -0.073471 -0.243725



Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàãëÿäíîñòè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ â èíòåðâàëå, íà êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü 
ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà è ïðîãðàììû. Õîòÿ ñðåäñòâà 
ÿçûêà JavaScript íå ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòåé ðàáîòû ñ 
ãðàôèêîé êàê òàêîâîé è ñ âåêòîðíûìè êðèâûìè, îêàçàëîñü 
âîçìîæíûì çàìåíèòü ýòîò íåäîñòàòîê äðóãèìè ñðåäñòâàìè.

Íà ðèñóíêå ââåðõó ïîêàçàí òî÷íûé ãðàôèê ôóíêöèé 
Áåññåëÿ ñ 0 ïî 9 èíäåêñîì â èíòåðâàëå îò 0 äî 20. Êîýô-
ôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ãðàôèêà ïî âåðòèêàëè ðàâåí 4.

Ãðàôèê ýòèõ ôóíêöèé áûë îòðèñîâàí ïðîãðàììîé íà 
ìîíèòîðå êîìïüþòåðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïîðíûõ òî÷åê, 
ïðèáëèæåíèé è àïïðîêñèìàöèé. Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü 
äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ïèêñåëÿ èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, 
ñ øàãîì 1 ðõ, ïðè÷åì îäíà åäèíèöà ïî ãîðèçîíòàëè èëè 
âåðòèêàëè âìåùàëà 100 ïèêñåëåé (áåç ó÷åòà ðàñòÿæåíèÿ). 

×òîáû ïîñòðîèòü òî÷íîå ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå 
ïåðâûõ 10 ôóíêöèé Áåññåëÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 20, 
êîìïüþòåð âûïîëíèë (20 * 100) * 10 = 20 000 ïðèáëèæåííûõ 
âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ, èñõîäÿ èç 
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä áåç îêðóãëåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèè Áåññåëÿ âûïîëíÿëîñü â ñðåäíåì îò 5 äî 25 
èòåðàöèé, ÷òî ñóììàðíî ñîñòàâèëî 300 000 èòåðàöèé.
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Ïåðñîíàëüíîìó êîìïüþòåðó ñðåäíåé ìîùíîñòè è èí-
òåðíåò-áðàóçåðó Mozilla Firefox â ëîêàëüíîì ðåæèìå ïî-
òðåáîâàëîñü îêîëî ìèíóòû äëÿ îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèé è 
çàâåðøåíèÿ ïîëíîé îòðèñîâêè ýòèõ ãðàôèêîâ. Â òî æå âðåìÿ 
áðàóçåðû IE è Opera çàòðàòèëè íà àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ 
îêîëî 10-15 ìèíóò, ïðè ýòîì ïðîöåññ ñàìîé îòðèñîâêè ãðà-
ôèêîâ áûë õîðîøî âèäåí è íàãëÿäåí. 

Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî ôóíêöèè Áåññåëÿ êàê áû 
ñïëåòàþòñÿ â æãóò, êîòîðûé âñå ïëîòíåå ïðèæèìàåòñÿ ê 
ãîðèçîíòàëüíîé îñè ïî ìåðå ðîñòà àðãóìåíòà è èíäåêñà.

Ê äîñòîèíñòâàì ïðèâîäèìîãî àëãîðèòìà îòíîñèòñÿ 
ìàòåìàòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü, óíèâåðñàëüíîñòü è íàãëÿäíîñòü, 
âîçìîæíîñòü ñîõðàíèòü ðåçóëüòàò íà êîìïüþòåðå èç áðàóçåðà 
â âèäå ôàéëà. Ê íåäîñòàòêàì — äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáúåì 
ôàéëà è çàìåäëåííàÿ ñêîðîñòü îòðèñîâêè åãî áðàóçåðàìè.

Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà ïðîèçâîäèò ïîñòðîåíèå ãðàôè-
êîâ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ çàäàííûìè öåëûìè èíäåêñàìè 
è çàäàííûì èíòåðâàëîì. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñîçäàòü òåêñòîâûé 
ôàéë ñ èìåíåì è ðàñøèðåíèåì GraphBessel.html

<html>
<head>
<title>Функции Бесселя :: построение графиков</title>

<script type=”text/javascript”>
/* Функция вывода графика Фнк. Бесселя */ 
function GraphBessel()

{
/* Открывается новое окно */
var msgWindow = Math.random() * 1000000;   
msgWindow = Math.floor(msgWindow);
MsgBox = window.open(“”,msgWindow,”toolbar=yes,locat

ion=yes,scrollbars=yes,directories=yes,status=yes,menu
bar=yes,resizable=yes”); 

/* Вывод заголовка веб-страницы */
MsgBox.document.writeln(“<html><head><title>Функции 

Бесселя :: график</title>”);
MsgBox.document.writeln(“<meta http-equiv=’content-

type’ content=’text/html; charset=windows-1251’ />”);
MsgBox.document.writeln(“<style>div { position: 

absolute; } body { font-family: verdana, arial, 
helvetica, sans-serif; font-size: 10pt; } </style></
head>”); MsgBox.document.writeln(“<body>”);



/* Цвета для раскраски графиков */
var c = new Array (“ff0000”,”0000ff”,”009900”,

”b600b6”,”3399cc”,”8800ff”,”12be8f”,”fb1da1”,”c8a283”,
”f26521”)

if (m < n)   { var nn = m; m = n; n = nn; }
if (x2 < x1)  { var xx = x2; x2 = x1; x1 = xx; }

var Posx = 50; 
var Posy = koeff * 100 + 50; 
var y = x = 0; 
var yJ = xJ = 0;
var y1 = y0 = Posy;

var Bessel0 = Bessel = 0;
var DimY0 = DimY = 1; 

var r = j1 = j = i = 0; 
var Maxx = Math.floor((x2 - x1) * step * koefg);

/* Построение графика */
for (j = n; j <= m; j++)

{
j1 = j - n;
while (j1 > 9) j1 = j1 - 10; /* цвет графика */

xJ = j1 * 90 + Posx;
yJ = Posy * 2 + (j - n - j1) * 3;

/* название функции выбранным цветом */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’color: 

#”,c[j1],”; top: “,yJ,”px; left: “,xJ,”px; height: 
50px;’>J<sub>”,j,”</sub>(x)</div>”);

DimY = 1; 
Bessel0 = NNBessel(x1,j,eps);
Bessel = NNBessel(x1 + 1 / step,j,eps);
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1; 

y0 = Posy - Math.round(Bessel0 * step * koeff);
y = Posy - Math.round(Bessel * step * koeff);
x = Posx + x1 * step;

/* строка состояния */
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Выполняется итерация 
для индекса n = ‘+j+’ и аргумента х = ‘+x1+’ !! 
“)</’+’script’+’>’);

var step = 100;
var x1 = Math.abs(document.form5.iks1.value);
var x10 = Math.floor(x1);
var x2 = Math.abs(document.form5.iks2.value);
var x20 = Math.floor(x2);
var eps = Math.abs(document.form5.eps.value);
var n = Math.floor(document.form5.index.value);
var m = Math.floor(document.form5.index1.value);
var koeff = Math.floor(Math.abs(document.form5.koeff.

value));
if (koeff == 0)  koeff = 1;
var koefg = Math.floor(Math.abs(document.form5.koefg.

value));
if (koefg == 0)  koeff = 1;

/* Построение координатных осей */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 40px; 

left: 50px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 1px; height: “,(20 + koeff * 200),”px; 
background-color: #5a7381;’><tr><td></td></
tr></table></div> <div style=’top: 50px; left: 
45px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 10px; height: 1px; background-
color: #5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> 
<div style=’top: “,(50 + koeff * 200),”px; left: 
45px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 10px; height: 1px; background-color: 
#5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> “);

var ii = 1; 
for (ii = x10; ii < (x20 + 1); ii++) 

{
MsgBox.document.writeln(“<div style=’font-size: 

8pt; color: #5a7381; left: “,(52 + (ii - x10) * 100  * 
koefg),”px; top: “,(60 + koeff * 100),”px;’>”,ii,”</
div>”);

MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: “,(45 
+ koeff * 100),”px; left: “,(50 + (ii - x10) * 100  * 
koefg),”px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 1px; height: 10px; background-
color: #5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> 
<div style=’top: “,(50 + koeff * 100),”px; left: 
“,(50 + (ii - x10) * 100  * koefg),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: “, 
(100 * koefg),”px; height: 1px; background-color: 
#5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

}
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MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 
“,y,”px; left: “,(x - x10 * 100),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: 
1px; height: “,DimY,”px; background-color: 
#”,c[j1],”;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

DimY0 = DimY; y0 = y; 
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1;

for (i = 1; i <= Maxx; i++)
{
x = i / (step * koefg) + x1;

/* вызов вычисления значения функции */
Bessel = NNBessel(x,j,eps);
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1; 

x = Math.round (x * step) / step;
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Выполняется итерация 
для индекса n = ‘+j+’ и аргумента х = ‘+x+’ !! 
“)</’+’script’+’>’);

x = Posx + i + x1 * step;
x = Math.round(x);
y = Posy - Math.round(Bessel * step * koeff)

DimY = 1;
if (r > 0) 

{ if (y0 > (y + 1)) DimY = y0 - y; y1 = y; }

else  { if (y0 < (y + 1)) DimY = y - y0; 
y1 = y - DimY; } 

/* Вывод 1рх фрагмента графика функции */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 

“,y1,”px; left: “,(x - x10 * 100),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: 
1px; height: “,DimY,”px; background-color: 
#”,c[j1],”;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

DimY0 = DimY; y0 = y; Bessel0 = Bessel;
} 

}

/* Закрытие веб-страницы в новом окне */
MsgBox.document.writeln(“</body></html>”);
MsgBox.document.close();

}
/* окончание текста функции вывода графика */
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function NNBessel(x,n,eps)
/* скопировать текст функции со стр. 126-127 */
/* на этом месте может быть любая другая функция */

</script>
</head>
<body>
<!-- Начало отрисовки формы запроса -->
<form method=”post” name=”form5” id=”form5”>

Функции Бесселя индекса от <input type=”text” 
name=”index” id=”index” style=”width: 50px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;”> до <input 
type=”text” name=”index1” id=”index1” style=”width: 
50px; height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> 
 
<br />Интервал переменной от <input type=”text” 
value=”0” name=”iks1” id=”iks1” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> до <input 
type=”text” name=”iks2” id=”iks2” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> единиц

<br />Коэффициент растяжения графика по вертикали 
<input type=”text” value=”1” name=”koeff” id=”koeff” 
style=”width: 50px; height: 22px; border:#5a7381 1px 
solid;”> 

<br />Коэффициент растяжения графика по горизонтали 
<input type=”text” value=”1” name=”koefg” id=”koefg” 
style=”width: 50px; height: 22px; border:#5a7381 1px 
solid;”> 

<br /><br />Вводимые величины индекса приводятся к 
целым неотрицательным значениям
<br />В базовом варианте 1 единица = 100 рх, 
точность вычислений <input type=”text” value=”1E-6” 
name=”eps” id=”eps” style=”width: 50px; height: 22px; 
border:#5a7381 1px solid;”>

<br /><br /><input type=”button” value=”График Фнк. 
Бесселя” onClick=”GraphBessel()” style=”width: 180px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”>

</form>
</body></html>



Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî áîëüøóþ ÷àñòü òåêñòà ïðîãðàììû 
çàíèìàåò îôîðìëåíèå âûâîäà ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîãî è 
êîððåêòíîãî (ïî-òî÷å÷íîãî) ãðàôèêà ôóíêöèé â ñðåäå, ãäå 
îòñóòñòâóþò ãðàôè÷åñêèå è âåêòîðíûå ñðåäñòâà.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âûâîäèòü íà ìîíèòîð êîìïüþ-
òåðà òàáëèöû è ãðàôèêè ñðåäñòâàìè JavaScript — äîñòà-
òî÷íî èçìåíèòü âûäåëåííûé ôðàãìåíò òåêñòà ôóíêöèè 
ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Â òåëå ñàìîé ôóíêöèè êâàäðàòíîé 
ñêîáêîé îòìå÷åí ôðàãìåíò, êîòîðûé íåîáõîäèìî èçìåíèòü, 
åñëè íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî äðóãîé ôóíêöèè  
ñ äðóãèì ðàçëîæåíèåì â ðÿä. Ïðîãðàììû íîñÿò ìîäóëüíûé 
õàðàêòåð, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäóò ïðèâîäèòüñÿ òîëüêî 
îòäåëüíûå ôðàãìåíòû, ïîäëåæàùèå çàìåíå.

Программа 2. Вычисление значений функций Бессе-
ля при произвольных значениях индекса на базе ранее 
полученного разложения в ряд

  (x)=—     —       (2.5.7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ 
çíà÷åíèÿõ èíäåêñà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

 (x)= — (x)    — öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå   
      

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.5.8) íà÷àëüíûé ÷ëåí ðÿäà ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

a  = ——          (4.2.3)

Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ìîæåò áûòü 
âû÷èñëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíûì îòíîøåíèåì:

a  =a   —       (4.2.4)

Äëÿ ïðàâèëüíûõ âû÷èñëåíèé è ðàñ÷åòà íà÷àëüíîãî 
(íóëåâîãî) çíà÷åíèÿ èòåðàöèè ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèÿ Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà.
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Ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ÷åòîâ çíà÷å-
íèé Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà èìååò ñïåöèôèêó â ñâÿçè ñ 
òåì, ÷òî âáëèçè íóëÿ è öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë Ãàììà-
ôóíêöèÿ Ýéëåðà èìååò íåóñòðàíèìûå îñîáåííîñòè è òåðïèò 
íåóñòðàíèìûé ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðàçðûâ, óñòðåìëÿÿñü 
íà áåñêîíå÷íîñòü. 

Ñîîòâåòñòâåííî, è çíà÷åíèÿ Ãàììà-ôóíêöèè íå ìîãóò 
áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íå òîëüêî â 
óêàçàííûõ îñîáåííûõ òî÷êàõ, íî è â èõ áëèæàéøèõ 
îêðåñòíîñòÿõ. Â òî æå âðåìÿ ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ 
ïåðåìåííîé Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà ïðåâðàùàåòñÿ â ïðè-
âû÷íûé ôàêòîðèàë, ðàñøèðåíèåì êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ.

 (n +1) = n !         (4.2.5)
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ïðè çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ôóíêöèè Áåññåëÿ, 
áëèçêèõ ê öåëûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì, ôóíêöèè Áåññåëÿ 
íåîáõîäèìî çàìåíÿòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå öåëî÷èñëåííûå 
ôóíêöèè Íåéìàíà, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ áîëåå ñëîæíîå è 
áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. 

Ôóíêöèè Áåññåëÿ ñî çíà÷åíèÿìè èíäåêñà âáëèçè 
íóëÿ íåîáõîäèìî çàìåíÿòü íà ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ íóëåâûì 
èíäåêñîì. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ñî çíà÷åíèÿìè èíäåêñà âáëèçè 
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåîáõîäèìî çàìåíÿòü íà ôóíêöèè 
Áåññåëÿ ñ íàòóðàëüíûì èíäåêñîì è ÿâíî èñïîëüçîâàòü 
êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ íàòóðàëüíûì èíäåêñîì, 
ïðîâåðåííûå è óñòîé÷èâûå ïðîãðàììû èõ âû÷èñëåíèé è 
õîðîøî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû èìåííî äëÿ íèõ. 

Äëÿ ïðîãðàììíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé Ãàììà-ôóí-
êöèè Ýéëåðà èñïîëüçóåòñÿ åå áàçîâîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (Ýéëåðîâà èíòåãðàëà 2 ðîäà). 

 (x)  = e t   dt   ãäå x>0      (4.2.6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà áóäåì 
èñïîëüçîâàòü êîíå÷íûå ñóììû Äàðáó è êîíå÷íûé èíòåðâàë.
Çàïèøåì ñëåäóþùåå êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå:

 (x) =  lim   e  t   dt    ãäå t = k dt     (4.2.7)
                            è  x>1     

n

k=1n3
dt30

—t x—1

k
k

k

—t x—1

0



Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà 
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

 (x+1) = x  (x)         (4.2.8)
 (x—1) =  (x) / (x—1)        (4.2.9)
Áëàãîäàðÿ ýòîìó ôóíäàìåíòàëüíîìó ñâîéñòâó ìîæíî 

âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 
ïåðåìåííîé, ñäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. 

<script type=”text/javascript”>
function GammaFunction(x)
{

var n = 1000;   /* итерации не увеличивать */
var dt = 1E-1;    /* шаг итераций не увеличивать */
var Emin = 1E-3;  /* погрешность отклонения */ 
var flag = 0;  /* принадлежность к области сходимости */
var i = ss = s = 0;
var xr = Math.round(x);

/* близко к отрицательным целым числам и нулю */
if ((Math.abs(x - xr) < Emin) && (x < dt)) return s; 

/* приведение к области хорошей сходимости */
while (x < 4)
 { flag = ++flag; /* flag = flag + 1 */
 x = ++x;        /* x = x + 1 */
 }
/* вычисление суммы Дарбу для интеграла Эйлера */
var ti = 0;
xr = x - 1;
for (i = 1; i <= n; i++)  
 { ti = i * dt;
 s = s + dt * Math.pow(ti,xr) * Math.exp(-ti); 
 }
/* вычисление на области плохой сходимости */
while (flag > 0)

{ x = --x;      /* x = x - 1 */
flag = --flag;   /* flag = flag - 1 */
s = s / x; 
}

return s;
}
</script>
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Âáëèçè îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ïðîãðàììà âû-
÷èñëåíèé âîçâðàùàåò íîëü, òàê êàê ôóíêöèÿ íà ýòîì ìíî-
æåñòâå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íå îïðåäåëåíà.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ Ãàììà-
ôóíêöèè Ýéëåðà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî íàñòîÿùåìó 
àëãîðèòìó, ñîäåðæàò îòíîñèòåëüíî âûñîêèå ïîãðåøíîñòè. 
Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîãðåøíîñòè åùå áîëåå âûñîêè. 
Ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ âû÷èñëåíèÿ ïî 
ýòîìó àëãîðèòìó òåðÿåò ñìûñë, òàê êàê ãðàôèê ôóíêöèè 
íàïîìèíàåò áóêâó Ï. 

Íàèëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü íàáëþäàåòñÿ íà îáëàñòè çíà÷å-
íèé ïåðåìåííîé (4 . .5), íàèõóäøàÿ — îêîëî åäèíèöû è ïðè 
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé. Ïðè çíà÷åíèÿõ ìåíüøå 
åäèíèöû ñóììèðîâàíèå èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ — ïåðåìåííóþ 
íóæíî ïðèâåñòè âíà÷àëå ê îáëàñòè ñõîäèìîñòè. 

Õîðîøàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîãðàììû íàáëþäàåòñÿ òîëüêî 
ïðè íåáîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, 
ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèå 3, íî ëó÷øå âñåãî ýòîò àëãîðèòì 
ñõîäèòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 4. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ 
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé. Ïîýòîìó âû-
÷èñëåíèÿ â ðÿä â ýòîé ïðîãðàììå íà÷èíàþòñÿ ñ ÷èñëà 4, à 
âñå ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (4.2.9).

Íàñòîÿùèé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, òî åñòü 
ïðè ðîñòå ÷èñëà èòåðàöèé n è óìåíüøåíèè øàãà dt íå 
íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé 
íà 32-ðàçðÿäíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Áîëåå òîãî, ðåçóëüòàò ìîæåò 
óõóäøèòüñÿ, à âðåìÿ ðàáîòû — âîçðàñòàåò âïëîòü äî ïîëíîé 
áëîêèðîâêè ðàáîòû ïðèëîæåíèÿ (ïðè ïðåâûøåíèè êàæäîãî 
èç óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ áîëåå ÷åì â 100 ðàç). 

Ïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû n è dt áûëè âûÿâëåíû 
îïûòíûì ïóòåì, îíè îáåñïå÷èâàþò î÷åíü áûñòðûé è ìàê-
ñèìàëüíî òî÷íûé ðàñ÷åò ñëîæíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé 
â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ íåöåëûì èíäåêñîì, è äëÿ 
ðàñ÷åòà âòîðîãî ëèíåéíî-íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
Áåññåëÿ  — ôóíêöèé Íåéìàíà ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà.

Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî âûâåñòè çíà÷åíèÿ Ãàììà-ôóíêöèè 
Ýéëåðà â ôîðìå òàáëèöû, êîòîðûå áûëè âû÷èñëåíû ïðè 
ïîìîùè íàñòîÿùåãî àëãîðèòìà áåç îêðóãëåíèé è ïîïðàâîê. 
Âðåìÿ âû÷èñëåíèé è âûâîäà íà ìîíèòîð íà êîìïüþòåðå 
ñðåäíåé ìîùíîñòè — âñåãî íåñêîëüêî ñåêóíä. 



Õîòÿ âû÷èñëåíèå Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà è ñîîòâåò-
ñòâåííî îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà âêëþ÷åíî â ðÿä ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ, àâòîð ñî÷ëà íåîáõîäèìûì ïîäðîáíî 
ðàçîáðàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèé è ïîêàçàòü íà ïðèìåðàõ åãî 
îñîáåííîñòè â ñòàíäàðòíûõ 32-ðàçðÿäíûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðèâåäåì àëãîðèòì  è ïðîãðàììó âû÷èñëåíèé çíà÷å-
íèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì, â òîì 
÷èñëå íåöåëûì è îòðèöàòåëüíûì.

<script type=”text/javascript”>
function Bessel(x,ind,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальная погрешность */
var Emin = 1E-6;  /* минимальная погрешность */
 
if (x == null)  x = 0;      /* переменная */
if (ind == null)  ind = 0;  /* индекс функции */
if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
 
/* далее исправления и коррекция запрещены */
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* исправления */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
x = Math.abs(x);

var ak = 1; /* переменные итерации */
var s = 0;  /* переменные - сумма ряда */
var k = 0;  /* нумерация членов ряда */ 
var i = 1;

/* близость индекса к целым числам */
var indr = Math.round(ind);
if (Math.abs(ind - indr) < Emin) 
  { s = NNBessel(x,indr,eps);
  if (ind < 0) s = -s;
  return s;
  }

/* вызов Гамма-функции Эйлера */
var gamma = GammaFunction(ind+1);

/* вычисление нулевого члена ряда */
ak = Math.pow((x/2),ind) / gamma;
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/* вычисления ряда с заданной погрешностью */
while (Math.abs(ak) > eps) 
{

s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (ind + k));

}

/* исправление погрешности и расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;

/* возврат полученного значения суммы ряда */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ïðÿìîå âû÷èñëåíèå 
çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè öåëûõ 
çíà÷åíèé èíäåêñà. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííîå ïîâûøåíèå 
òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèé. 

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ âû÷èñ-
ëåíèÿìè çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ öåëûì íåîòðèöà-
òåëüíûì èíäåêñîì èëè èíäåêñàìè, î÷åíü áëèçêèìè ê öåëûì. 
Ýòèì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ, åñëè íåò îñîáåííîñòåé.

Â ñëó÷àå îñîáåííîñòåé è íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü 
âòîðîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ 
ñ öåëûì çíà÷åíèåì èíäåêñà ïðîãðàììà âûäàåò ëèíåéíî-
çàâèñèìîå ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ òîëüêî íà çíàê. Ïîýòîìó â 
ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû òðåáóþò îáÿçàòåëüíîãî 
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé Íåéìàíà, êîòîðûå áóäóò 
ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ëåãêî âû-
÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè îòðèöàòåëüíûõ 
íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà, èñïîëüçîâàòü ýòè çíà÷åíèÿ â 
êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ ïî âòîðîìó ëèíåéíî-íåçà-
âèñèìîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íà ïðàêòèêå íå 
ðåêîìåíäóåòñÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé ñëîæíûõ ïðîöåññîâ ñ îñîáåííîñòÿìè ôóíêöèè Áåñ-
ñåëÿ ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì èíäåêñà íå îáåñïå÷èâàþò 
êîððåêòíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 
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§ 3. Программное вычисление функций Неймана

Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ôóíêöèÿì Íåéìàíà óäåëÿ-
åòñÿ ìåíüøå âíèìàíèå, ÷åì ôóíêöèÿì Áåññåëÿ, îáðàçóþùèì 
ïåðâîå ëèíåéíî-íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. 

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ôóíêöèè Íåéìàíà ÷àùå âñåãî 
èãðàþò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü, ïîçâîëÿÿ áîëåå êîððåêòíî 
ìîäåëèðîâàòü ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ âîëíàìè, 
êîëåáàíèÿìè, èçãèáîì, ïðî÷íîñòüþ, íàãðåâàíèåì, îñòûâàíèåì 
è ïð., â îêðåñòíîñòè èìåþùèõñÿ îñîáåííîñòåé.

Â ðÿäå àííîòàöèé ê ñòàíäàðòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì 
ïàêåòàì ôóíêöèè Íåéìàíà ïðèçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàòü 
òîëüêî â êðàéíèõ ñëó÷àÿõ, åñëè áåç íèõ íåâîçìîæíî 
ïîñòðîåíèå êîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â íåêîòîðûõ 
ïàêåòàõ ïðîãðàììû âû÷èñëåíèé ôóíêöèé Íåéìàíà è âîâñå 
îòñóòñòâóþò. 

Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïåðåæèòêàìè 
êîìïüþòåðíîé ýðû ñåðåäèíû è êîíöà XX âåêà, êîãäà 
âû÷èñëåíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ îáúåêòèâíûìè ôàêòîðàìè — 
ìàëûì ïàðêîì ðåàëüíûõ ÝÂÌ, äîðîãèì è îãðàíè÷åííûì 
ìàøèííûì âðåìåíåì, íèçêîé ðàçðÿäíîñòüþ áîëüøèíñòâà 
ïðèëîæåíèé, ìàëîé ñêîðîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì, 
ñëîæíîñòüþ õðàíåíèÿ äàííûõ íà íîñèòåëÿõ è ò.ä. 

Ïðîáëåìû îêàçàëèñü ïî÷òè ïîëíîñòüþ óñòðàíåíû óæå 
â íà÷àëå XXI âåêà, êîãäà ðåàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû 
áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñòàëî âîçìîæíî ïðî-
âîäèòü íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñðåäíåé ìîùíîñòè. 
À âåäü åùå êàêèõ-òî 40-50 ëåò íàçàä äëÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ 
çàäåéñòâîâàëèñü ñàìûå ìîùíûå ÝÂÌ êëàññà ÅÑ.

Ñóùåñòâåííîé ïðîáëåìîé îêàçàëîñü òî, ÷òî áîëüøèí-
ñòâî ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì è àëãîðèòìîâ áûëè íàïèñàíû 
íà ÿçûêå Ôîðòðàí, êîòîðûé íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ 
èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî, à äîñòóïíûå áèáëèîòåêè ïðîã-
ðàìì ïîêà ìàëî ðàñïðîñòðàíåíû, íî èõ ñîçäàíèå ðåàëüíî.  

Â ñâåòå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà ïðîáëåìà è 
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ôóíêöèé Íåéìàíà îêàçûâàåòñÿ íå 
ñòîëü îñòðîé — ïðèâåäåííûå äàëåå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå 
ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü ðàñ÷åòû íà ïåðñîíàëüíîì 
êîìïüþòåðå â ñòàíäàðòíûõ èíòåðíåò-ïðèëîæåíèÿõ. Ïåðåä 
ýòèì ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. 

Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðà çàèíòåðåñîâàëà âîçìîæíîñòü 
èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé Íåéìàíà êàê òàêîâûõ, áåç ïðèâëå-
÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåññåëÿ, äëÿ êîððåêòíîãî 
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêñòðàîðäèíàðíûõ è íåî-
áû÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ò. ÷. íå ðàçãàäàííûõ.

Èñòîðè÷åñêè òàê ñëîæèëîñü, ÷òî öèëèíäðè÷åñêèå 
ôóíêöèè è â ÷àñòíîñòè ôóíêöèè Íåéìàíà âíà÷àëå ðàçðàáà-
òûâàëèñü â òåîðèè êàê èíòåðåñíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, 
è òîëüêî ïîòîì îíè íàøëè ñâîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â 
ñôåðå ïðèêëàäíûõ âû÷èñëåíèé è êîððåêòíîãî êîìïüþòåðíîãî 
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Ôóíêöèè Íåéìàíà ïî÷òè íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
(òî åñòü ïî÷òè íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ÷èñëîâîé ïîëóîñè) 
âåäóò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè 
Áåññåëÿ. Êà÷åñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ èõ ïîâåäåíèå 
âáëèçè íóëÿ, ãäå ôóíêöèè Íåéìàíà ðåçêî óñòðåìëÿþòñÿ íà 
áåñêîíå÷íîñòü è òåðïÿò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ. 

Áîëåå òîãî, â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîëó÷åíèå çíà÷å-
íèé ôóíêöèé Íåéìàíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íåâîçìîæíî. 
Ýòà îñîáåííîñòü ðàíåå ñîçäàâàëà ñëîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî 
ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé Íåéìàíà, òàê êàê íóæíî áûëî èñê-
ëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü íóëåâîãî 
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé è ïðîâîäèòü ìíîãî âû÷èñëåíèé.

Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé XXI âåêà ÿâëÿ-
åòñÿ áóðíîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé òðåõìåðíîé êîìïüþòåðíîé 
âèçóàëèçàöèè è ïåðåíîñ ýòèõ òåõíîëîãèé íà ïåðñîíàëüíûå 
êîìïüþòåðû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó íà êîìïüþòåðàõ îêàçàëîñü 
âîçìîæíûì èçîáðàçèòü ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ïðîöåññ, â òîì 
÷èñëå íå ñóùåñòâóþùèé â ïðèðîäå. Ñ âèçóàëüíîé òî÷êè 
çðåíèÿ êàðòèíêà è âèäåîðÿä áóäåò âûãëÿäåòü ðåàëèñòè÷íî 
è ïñåâäî-ïðàâäîïîäîáíî. 

Àâòîð èìååò íåêîòîðûé îïûò ðàáîòû â òðåõìåðíûõ 
êîìïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âè-
çóàëèçàöèè îáúåêòîâ. Ýòè ïàêåòû èìåþò øèðî÷àéøèé ñïåêòð 
âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðíîãî âèçóàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è 
ðåàëèñòè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãî, ÷åãî óãîäíî. 
Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ, èñõîäÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü èç 
îáùåé ýñòåòèêè è ïðèâëåêàòåëüíîãî äèçàéíà. 

Ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðíûå ñïåöèàëèñòû ñîçäàþò î÷åíü 
íàãëÿäíûå è êðàñèâûå êîìïüþòåðíûå ìîäåëè ðàçëè÷íûõ 
ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé, â òîì ÷èñëå äëÿ ìàñøòàáíûõ ôèëüìîâ-
êàòàñòðîô è õóäîæåñòâåííî-äîêóìåíòàëüíûõ ôèëüìîâ. 
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Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòèõ ìîäåëåé — ïðîèçâåñòè ýìîöèî-
íàëüíîå âïå÷àòëåíèå íà çðèòåëåé è ñîçäàòü ó íèõ ýôôåêò 
ïðèñóòñòâèÿ è ýìîöèîíàëüíîãî ïîòðÿñåíèÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò 
êîììåð÷åñêèé óñïåõ è âûñîêèå êàññîâûå ñáîðû. 

Ñîâåðøåííî íå ñóùåñòâåííî, ÷òî ýòè ÿâëåíèÿ â ïðèðî-
äå âûãëÿäÿò íå òàê, êàê â õóäîæåñòâåííîì âèäåîðÿäå — ó 
ôèëüìîâ ñîâñåì äðóãàÿ çàäà÷à. Íà ýêðàíå ìîãóò îæèòü íåñó- 
ùåñòâóþùèå òîðíàäî, ñìåð÷è è öóíàìè, êîòîðûå íà äîêóìåí-
òàëüíûõ ôîòîãðàôèÿõ è íà ñúåìêàõ î÷åâèäöåâ âûãëÿäÿò 
íàìíîãî ïðîùå, ïðîçàè÷íåå è âîîáùå èíà÷å. 

Ïîýòîìó ñòîèò ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ êîð-
ðåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè åùå íå ñìîäåëèðîâàííûõ 
ñëîæíûõ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ èëè ñîçäàíèÿ äëÿ ðÿäà 
ïðîöåññîâ áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Îäíî èç òàêèõ ñëîæíûõ äëÿ ïðèêëàäíîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ÿâëåíèé — öóíàìè. Íà ñåãîäíÿ ðàçðàáîòàí êà÷åñòâåííûé 
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò îáùåé òåîðèè âîëí, ïîýòîìó íà 
êîìïüþòåðå ñòàëè âîçìîæíû âèçóàëüíî-êîððåêòíûå îòðè-
ñîâêè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè — ëþáûõ âîëí íà 
ïîâåðõíîñòè îêåàíà è ïðèáðåæíûõ âîëí. 

Â ïîïóëÿðíûõ ôèëüìàõ-êàòàñòðîôàõ öóíàìè âèçóàëüíî 
ìîäåëèðóþò êàê î÷åíü áîëüøóþ è äàæå ãèãàíòñêóþ âîëíó, 
êîòîðàÿ ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ è ñìåòàåò âñå íà ñâîåì ïóòè. 
Ïðîîáðàçîì ýòîé ìîäåëè ïîñëóæèëè ïðèáðåæíûå âîëíû íà 
òðîïè÷åñêèõ ïîáåðåæüÿõ, íî ýòî ïðîèçâîäèò îãðîìíîå âïå-
÷àòëåíèå íà ýêðàíå è ïðèòóïëÿåò ÷óâñòâî îïàñíîñòè ïðè 
ïðèáëèæåíèè ðåàëüíîãî öóíàìè.

Îäíàêî öóíàìè — ýòî íå âîëíà â ïðèâû÷íîì ïîíè-
ìàíèè. Öóíàìè íå ïîääàåòñÿ îïèñàíèþ êëàññè÷åñêèõ âîëíî-
âûõ çàêîíîâ è ïðîöåññîâ, õîòÿ ìîäåëèðóåòñÿ â òîì ÷èñëå 
êëàññè÷åñêèì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. 

Цунами — ýòî ðåàëèçîâàííàÿ â ïðèðîäå îñîáåííîñòü 
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, òàê íàçûâàåìàÿ âîäíàÿ îêåàíè÷åñêàÿ 
óäàðíàÿ âîëíà, êîòîðàÿ íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ îáû÷íûìè 
(ïóñòü äàæå è î÷åíü ñèëüíûìè) øòîðìîâûìè âîëíàìè.

Â òåîðèè ëþáàÿ óäàðíàÿ âîëíà îïèñûâàåòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî íå ãëàäêèìè êîëåáàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè, à 
ôóíêöèÿìè ñêà÷êà è äåëüòà-ôóíêöèåé. Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ 
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèêëàäíûõ àïïðîêñèìàöèé ýòèõ ôóíê- 
öèé äëÿ äàííîãî ïðèðîäíîãî êàòàêëèçìà. 

Öóíàìè ÷åðïàåò ýíåðãèþ íå â äâèæåíèè âîçäóøíûõ 
ìàññ ó ïîâåðõíîñòè îêåàíà, à â ñèëå çåìëåòðÿñåíèé, âûçâàí-
íûõ ïîñòîÿííûìè ïîääâèæêàìè ëèòîñôåðíûõ ïëèò. 

Àìåðèêàíñêèé êîíòèíåíò ïîñòîÿííî äðåéôóåò â ñòîðî- 
íó Àçèè ïðèáëèçèòåëüíî íà 15-20 ñì â ãîä, îáðàçóÿ â çåìíîé 
êîðå çîíû äåôîðìàöèé, ðàçðûâîâ è ñæàòèé. Âîçíèêàþò 
çåìëåòðÿñåíèÿ, âûñâîáîæäàÿ ýòó ãèãàíòñêóþ ýíåðãèþ. Äðåéô 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì êîëîññàëüíîé äâèæóùåé ñè-
ëû — ýíåðãèè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè.

Â îêåàíå âûñâîáîæäåííàÿ ýíåðãèÿ Çåìëè ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ áîëåå ãëîáàëüíî ïî ñðàâíåíèþ ñî øòîðìîâûìè 
âîëíàìè, íîñÿùèìè ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ñîçäàâàÿ òàê 
íàçûâàåìûå ïðèëèâíûå âîëíû èëè öóíàìè, êîòîðûå 
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê ãëîáàëüíûé ïðîöåññ, ïðîèñ-
õîäÿùèé íà íàøåé ïëàíåòå.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 
ïîâåäåíèÿ öóíàìè è àïïðîê-
ñèìàöèè àâòîð ïðåäëàãàåò 
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Íåé-
ìàíà êàê òàêîâûå, òàê êàê 
îíè èìåþò õàðàêòåðíóþ äëÿ 
óäàðíîé âîëíû íåóñòðàíèìóþ 
îñîáåííîñòü, ëîêàëèçîâàííóþ 
â ìàëîé îêðåñòíîñòè. 

Â ñëó÷àå îãðîìíûõ 
ýíåðãèé è áîëüøèõ ñêîðîñòåé 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ 
êîëåáàíèé âîçíèêàþò ðàç-
ðûâû íåïðåðûâíîñòè â ðàñïðå-
äåëåíèè äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè, 
ïëîòíîñòè è äðóãèõ âåëè÷èí. Ýòè ðàçðûâû ïðèíÿòî íàçûâàòü 
óäàðíûìè âîëíàìè. Íî íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (ôðîíòå 
óäàðíîé âîëíû) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè ñàìîãî ïîòîêà âåùåñòâà, ýíåðãèè è êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ (óñëîâèÿ Ãþãîíèî). 

Òî åñòü ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññ îñòà-
åòñÿ íåïðåðûâíûì, à ðàçðûâ òåðïÿò òîëüêî ôóíêöèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè. 

Àíîìàëèè ïîâåäåíèÿ öóíàìè ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî íà 
ãðàíèöå îêåàíà (çîíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ öóíàìè) — íà îêå-
àíè÷åñêîì äíå, ïîáåðåæüå è âáëèçè áåðåãà. 
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Ðàçðóøèòåëüíûå ïðîÿâëåíèÿ öóíàìè íà÷èíàþòñÿ íà 
îêåàíè÷åñêîì øåëüôå. Èìåííî òàì ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå 
óäàðíîé âîëíû. Â îêåàíå æå öóíàìè âûãëÿäèò êàê îãðîìíàÿ 
ïîëîãàÿ âîëíà âûñîòîé îêîëî ìåòðà, íå ïðåäñòàâëÿþùàÿ 
îïàñíîñòè äëÿ íàäâîäíîãî ñóäîõîäñòâà. 

Åùå îäíèì èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ è íå ìåíåå ðàçðóøèòåëüíûì ïðèðîäíûì 
ÿâëåíèåì ÿâëÿþòñÿ ñìåð÷è, òîðíàäî è òðîïè÷åñêèå òàéôóíû, 
èìåþùèå õàðàêòåðíóþ âîðîíêîîáðàçíóþ ôîðìó. 

Îíè ïîñòîÿííî ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå èññëå-
äîâàòåëåé è òåîðåòèêîâ. Ñâîþ ýíåðãèþ îíè ÷åðïàþò îò 
ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ìîùíîé çâåçäû — Ñîëíöà, è íåñóò â ñåáå  
òàêæå ýíåðãèþ âðàùåíèÿ Çåìëè.

Смерч (торнадо) — àòìîñôåðíûé âèõðü, âîçíèêàþùèé 
â ãðîçîâîì îáëàêå è ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âíèç, ÷àñòî äî 
ñàìîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè â âèäå òåìíîãî îáëà÷íîãî ðóêà-
âà èëè õîáîòà äèàìåòðîì â äåñÿòêè è ñîòíè ìåòðîâ. Ñóùå-
ñòâóåò íåäîëãî, ïåðåìåùàÿñü âìåñòå ñ îáëàêîì.

Водяные смерчи — ýòî âðàùàþùèåñÿ ñòîëáû ïîäíèìà-
þùåãîñÿ âëàæíîãî âîçäóõà, êîòîðûå îáû÷íî îáðàçóþòñÿ íàä 
òåïëîé âîäîé. Îíè ìîãóò áûòü òàê æå îïàñíû, êàê òîðíàäî, 
ñêîðîñòü âåòðà â íèõ ìîæåò ïðåâûøàòü 200 êèëîìåòðîâ â 
÷àñ. ×àñòî âîäÿíûå ñìåð÷è íå ñâÿçàíû ñ ãðîçàìè è âîçíè-
êàþò äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî õîðîøåé ïîãîäå. 

Â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ñìåð÷à äàâëåíèå âîçäóõà ïîíèæåíî. 
Âíåøíå ñìåð÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïóñêàþùèìñÿ âåðøèíîé ê 
çåìëå êîíóñîîáðàçíûì îáëà÷íûì ñòîëáîì èëè õîáîòîì. Îò 
ïîâåðõíîñòè çåìëè ê íåìó ÷àñòî ïîäíèìàåòñÿ âåðøèíîé  
ââåðõ äðóãîé ñòîëá — èç ïûëè, ìóñîðà èëè âîäÿíûõ áðûçã. 
Äèàìåòð ñòîëáà — íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìåòðîâ. Äâèæåíèå 
âîçäóõà è âîâëåêàåìûõ â íåãî ïðåäìåòîâ — êðóãîâîå, ñî 
ñêîðîñòüþ äî 100 êì/÷, à èíîãäà è áîëüøå. Âîçäóõ â ñìåð÷å 
óâëåêàåòñÿ ââåðõ ïî ñïèðàëè, ïîäíèìàÿ ñ ñîáîé âîäó, ïûëü 
è äàæå ðàçëè÷íûå ïðåäìåòû íà îãðîìíóþ âûñîòó. 

Ïðè äâèæåíèè íàä ìåñòíîñòüþ ñî ñêîðîñòüþ íåñêîëüêî 
äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ â ÷àñ ñìåð÷ ïðîèçâîäèò ðàçðóøåíèÿ, 
âûçûâàåìûå íå òîëüêî îãðîìíîé ñêîðîñòüþ âîçäóõà âíóòðè 
ñàìîãî âèõðÿ, íî è ìãíîâåííûì ñêà÷êîì àòìîñôåðíîãî 
äàâëåíèÿ, êîòîðîå çà ñ÷èòàííûå ñåêóíäû ìîæåò óïàñòü è 
ñíîâà ïîäíÿòüñÿ íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ãåêòîïàñêàëåé. Äîìà 
âçðûâàþòñÿ â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ íàä íèìè ñìåð÷à.
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Ïðè ïîñòðîåíèè ìà- 
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñóùå-
ñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïðà-
âèëüíûé âûáîð ñèñòåìû êî- 
îðäèíàò è åå îðèåíòàöèè â 
ïðîñòðàíñòâå. 

Åñëè èñêëþ÷èòü äåéñò- 
âèå îïåðàòîðà èçãèáà íà  
ñòîëá òîðíàäî, òî äâóìåðíàÿ 
ïðîåêöèÿ ñìåð÷à áëèçêà ê 
ïðèâåäåííûì íà èëëþñòðà-
öèè ôóíêöèÿì Íåéìàíà. 

Âîçäóõ âðàùàåòñÿ ïî  
ñïèðàëè, ïîäíèìàÿñü ââåðõ. 
Â äâóìåðíîé ïðîåêöèè ýòî ñ 
âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè íàïîìèíàåò àáðèñû öèëèíä-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè Íåéìàíà, ê êîòîðîé äîáàâëåí îïåðàòîð 
âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà íå èçîãíóòîãî òîðíàäî. Ýòî ïîçâîëÿåò 
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñìåð÷è ìîãóò áûòü  
ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè è ðåàëèçìà ñìîäåëèðîâàíû ñ  
èñïîëüçîâàíèåì èìåííî ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé Íåéìàíà êàê  
îñíîâíîãî ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ.   

Êðàòêîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ äâóõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, 
÷òî ôóíêöèè Íåéìàíà èãðàþò íå ìåíåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü 
â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, ÷åì êëàññè÷åñêèå ôóíê- 
öèè Áåññåëÿ, è ïîýòîìó èì äîëæíî óäåëÿòüñÿ íå ìåíüøå 
âíèìàíèå, ÷åì äðóãèì ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì. 

Ôóíêöèè Íåéìàíà ñïîñîáíû èãðàòü íå òîëüêî âñïî- 
ìîãàòåëüíóþ, íî è âåäóùóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, íîñÿùèõ â òîì ÷èñëå àíî- 
ìàëüíûé èëè ïàðàäîêñàëüíûé õàðàêòåð.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáëåã÷èòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåí-
íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé Íåéìàíà, ïðèâîäèì àëãîðèòì è ïðîã- 
ðàììó, íàïèñàííóþ íà ÿçûêå JavaScript.

Äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé èíäåêñà ôóíêöèè Íåéìàíà ìî- 
ãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå:

 (x)= ( (x)cos p— (x))  /  sin p 
äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé l 0                  (4.3.1)

 
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Программа 3. Вычисление значений функций Ней- 
мана при нецелых значениях индекса на базе ранее полу- 
ченного разложения в ряд функций Бесселя 

  (x)=—     —       (2.5.7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.1) íà÷àëüíûé ÷ëåí ðÿäà ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèé Íåéìàíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

a  = — —cos p /  sin p      (4.3.2)

b  =  — — — /  sin p

Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ìîæåò áûòü 
âû÷èñëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíûì îòíîøåíèåì:

a  =a   —       (4.3.3)

b  =b   —

 (x)=  a  + b  äëÿ íåöåëûõ l 0    (4.3.4)

Äëÿ ïðàâèëüíûõ âû÷èñëåíèé è ðàñ÷åòà íà÷àëüíîãî 
(íóëåâîãî) çíà÷åíèÿ èòåðàöèè ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèÿ Ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà, ïðèâåäåííîå íà ñòð. 144. Çàïè- 
øåì ïðîãðàììó âû÷èñëåíèé íà ÿçûêå JavaScript.

<script type=”text/javascript”>
function Nejman(x,ind,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальная погрешность */
var Emin = 1E-6;  /* минимальная погрешность */

if (x == null)  x = 0;        /* переменная */
if (ind == null)  ind = 0.5;  /* индекс */



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





0

(—1) (x/2)2

k (+k )k k-1

2
x

(+1)
1
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2
x

(-+1)
1-

0

(—1) (x/2)2

k (-+k )k k-1

k kk=0

n



if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
var Xmax= 50;   /* максимально допустимый x */
 
/* далее исправления и коррекция запрещены */
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* исправления */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
x = Math.abs(x);

var ak = bk = 1; /* переменные итерации */
var s = 0;       /* переменные - сумма ряда */
var k = 0;       /* нумерация членов ряда */ 
var i = 1;

/* опасная близость переменной x к нулю */
if (x < Emin) return s;

/* близость индекса к целым числам */
var indr = Math.round(ind);
if (Math.abs(ind - indr) < Emin) 
  { s = NNNejman(x,indr,eps);
  if (ind < 0) s = -s;
  return s;
  }

/* вычисление нулевого члена ряда */
var pi = Math.PI;

var gamma = GammaFunction(ind+1);
ak = Math.pow((x/2),ind) / gamma * Math.cos(ind * pi) 

/ Math.sin(ind * pi);

gamma = GammaFunction(-ind+1);
bk = Math.pow((x/2),-ind) / gamma / Math.sin(ind * pi); 

/* вычисления ряда с заданной погрешностью */
while ((Math.abs(ak) > eps) || (Math.abs(bk) > eps))
{

s = s + ak + bk;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (ind + k));
bk = (-1) * bk * x * x / (4 * k * (-ind + k));

}



/* исправление погрешности и расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if ((Math.abs(s) > 1) && (x > Xmax))  s = 0;

/* возврат полученного значения суммы ряда */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè  
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ èíäåêñà (îò 25 è âûøå) è áîëü- 
øèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé (îðèåíòèðîâî÷íî îò 50 è âû-
øå). ×åì áîëüøå çíà÷åíèå èíäåêñà è ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå 
ïåðåìåííîé, òåì ìåíåå óñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà. 

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè òàêæå íå 
îïðåäåëåíî â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì íåóñòðàíèìîé îñîáåííîñòè 
è ñòðåìëåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ê áåñêîíå÷íîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ïðîãðàììà î÷åíü 
ñõîæà ñ ïðîãðàììîé âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ 
ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà è áûëà íàïèñàíà íà åå îñíîâå. 

Íî ýòà ïðîãðàììà è èñïîëüçóåìûé â íåé àëãîðèòì íå  
ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Íåéìàíà 
ñ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì. 

Öåëûå çíà÷åíèÿ èíäåêñà öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷àùå  
âñåãî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðàêòè÷åñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñ îñîáåííîñòÿìè. Â òî æå âðåìÿ âû÷èñ- 
ëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé Íåéìàíà ñ öåëî÷èñëåííûìè èí-
äåêñàìè ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèå ñëîæíîñòè. Åùå 50 ëåò 
íàçàä ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîãëè áûòü âûïîëíåíû íà îãðàíè÷åí- 
íîì ïàðêå ÝÂÌ ñ áîëüøîé çàòðàòîé ìàøèííîãî âðåìåíè.

Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé ýòèõ çíà÷åíèé îòäåëüíî âûçû-
âàåòñÿ â òåëå ñ èìåíåì NNNejman è ïðèâîäèòñÿ íèæå. Åå 
îáÿçàòåëüíî íóæíî âêëþ÷èòü â òåëî âåá-ñòðàíèöû âìåñòå 
ñ ïðîãðàììîé âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ 
öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè èíäåêñà NNBessel.

Программа 4. Вычисление значений функций Ней- 
мана при целых неотрицательных значениях индекса 
производится на основании достаточно сложных формул 
и громоздких представлений в виде рядов. Сложность 
вычислений способствует накоплению погрешностей.
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Ôóíêöèè Íåéìàíà äëÿ öåëîãî èíäåêñà â îáùåì ñëó-
÷àå èìåþò âèä ñëåäóþùåãî ñëîæíîãî ðÿäà:

 (x)=— (x)ln —+C — ———      ——

   — —     ——       —

   ——     —   — +   —
ãäå C — ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 

êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 0,577 215 664 901 532 5...
Àëãîðèòìèçàöèè ïîäëåæèò âû÷èñëåíèå òðåõ îñíîâíûõ 

òèïîâ ðÿäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â äàííîé ôîðìóëå. Îöåíêå ïî-
ãðåøíîñòè ïîäëåæèò îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïîñëåäíåãî ðÿäà, òàê 
êàê ïåðâûå äâà ðÿäà êîíå÷íû. Â êîíöå âû÷èñëåíèé áóäåò 
ïðîèçâåäåíî äåëåíèå èòîãîâîé ñóììû íà êîíñòàíòó p. 
Äëÿ âû÷èñëåíèé äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåòñÿ âûçîâ ðàñ÷åòà 
ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ öåëûì èíäåêñîì. 

a  = — (n —1)! èëè 0 при n =0           (4.3.6)

a  =a   ——
b  = —— —
b  = —b   ——
с  =     —   è  d  = b  с  +с   
Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé ìîæíî 

çàïèñàòü àëãîðèòì è ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Íåé-
ìàíà öåëî÷èñëåííîãî èíäåêñà. 
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<script type=”text/javascript”>
function NNNejman(x,n,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальная погрешность */
var Emin = 1E-6;  /* минимальная погрешность */

if (x == null)  x = 0;        /* переменная */
if (n == null)  n = 0;    /* индекс */
if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);

/* далее исправления и коррекция запрещены */
if (eps > Emin)  eps = Emin;  /* исправления */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
 
x = Math.abs(x);
n = Math.abs(n);   /* округление индекса */ 
n = Math.floor(n);
 
var ak = bk = ck = dk = 0; 
var s = sc = sa = sb = 0;  /* сумма рядов */
var k = m = 0;             /* нумерация */ 
var i = 1; 
var nf = 1; 
var pi = Math.PI;
var eiler = 5.772156649015325E-1;
var c = new Array(0,1);

/* опасная близость переменной x к нулю */
if (x < Emin) return s;

/* вычисление факториала (n-1)! */
for (i = 1; i < n; i++)   nf = nf * i;

/* заполнение таблицы значений c[k] */
for (m = 2; m <= n; m++)   

{ ck = c[m - 1] + 1 / m;

/* добавление элемента ck в конец таблицы */
c.push(ck);
};

/* вычисление первого конечного ряда */
if (n > 0) sc = -Math.pow((x / 2), n) / nf / n * c[n]; 
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/* начальные итерации второго ряда */
if (n > 0) sa = ak = Math.pow((x / 2), -n) * nf;

/* вычисление второго конечного ряда */
for (k = 1; k <= n; k++)   

{ ak = ak * (n - k) * x * x / 4 / (k - 1); 
sa = sa + ak;
}

/* начальные итерации третьего бесконечного ряда */
ck = c[n] + 1 / (n + 1);
c.push(ck);
k = 1;
bk = -Math.pow((x / 2),(n + 2)) / nf / n / (n + 1);
sb = dk = bk * (c[1] + c[n + 1]);

/* вычисление третьего бесконечного ряда */
while (Math.abs(dk) > eps) 

{
k = 1 + k; 
ck = c[n + k - 1] + 1 / (n + k);
c.push(ck);

bk = -bk * x * x / 4 / k / (n + k);
dk = bk * (c[k] + c[k + n]);  
sb = sb + dk;
}

/* конечный результат */
s = (2 * NNBessel(x,n,(eps * 1E-1)) * (Math.log(x / 

2) + eiler) - sc - sa - sb) / pi;

/* исправление погрешности и расходимости */
var Xmax = 50;
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if ((Math.abs(s) > 1) && (x > Xmax))  s = 0;

/* возврат полученного значения суммы ряда */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè  
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ èíäåêñà (îò 25 è âûøå) è áîëü-
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øèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé (îðèåíòèðîâî÷íî îò 50 è âû-
øå). ×åì áîëüøå çíà÷åíèå èíäåêñà è ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå 
ïåðåìåííîé, òåì ìåíåå óñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà. Â 
ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè òàêæå íå îïðå-
äåëåíî â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì íåóñòðàíèìîé îñîáåííîñòè è 
ñòðåìëåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó ïðè- 
âåäåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïàðàãðàôîì äëÿ ôóíêöèé 
Íåéìàíà ìîæíî ñîçäàòü ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ òàáëèö ñ 
çàäàííûìè èíòåðâàëàìè ïàðàìåòðîâ, à òàêæå ïðîãðàììû 
âèçóàëèçàöèè èõ ãðàôèêîâ íà ìîíèòîðå êîìïüþòåðà.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâåäåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé áîëüøèõ èíäåêñîâ â óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò 
íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå 
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü 
ïðèáëèçèòåëüíûå ðàñ÷åòû ñ óêàçàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè:

 (x)=   — cos x — p /2 — p /4 +Ox    
 (x)=   — sin x — p /2 — p /4 +Ox    
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äåìîíñòðèðóåò õàðàê-

òåð êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé â óäàëåíèè îò 
íà÷àëà êîîðäèíàò, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî. Ôîðìóëû 
íîñÿò ñêîðåå àíàëèòè÷åñêèé è òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè òàáëèöàìè çíà÷åíèé 
ôóíêöèé Íåéìàíà ìîæíî ëèáî ïîñòðîèòü ãðàôèê â ÿâíîì 
âèäå, ëèáî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ 
ïî äèñêðåòíûì òàáëè÷íûì äàííûì, âõîäÿùèå â ñòàíäàðòíûå 
ïàêåòû, â òîì ÷èñëå è îôèñíûå. 

Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà âñòðîåííîãî 
â èíòåðíåò-ïðèëîæåíèÿ ÿçûêà JavaScript ïðåäîñòàâëÿåò 
çíà÷èòåëüíûå óäîáñòâà. Âî èçáåæàíèå ïðîáëåì ïðè 
ðàñ÷åòàõ â îïöèÿõ íàñòðîåê áðàóçåðîâ íóæíî ðàçðåøèòü 
èñïîëíåíèå àêòèâíûõ ñöåíàðèåâ íà âåá-ñòðàíèöàõ òàê, ÷òîáû 
âñïëûâàþùåå îêíî áåçîïàñíîñòè íå áûëî çàáëîêèðîâàíî, 
ëèáî ðàçðåøàòü èñïîëíåíèå àêòèâíûõ ñöåíàðèåâ ïðè êàæ-
äîì çàïóñêå ïðîãðàììû (ýòî ìåíåå óäîáíî). 

2
px



—

—
2
px

-3/2

-3/2

Â çàêëþ÷åíèè ãëàâû èçëîæèì îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà 
ïðåäëàãàåìîãî ïðîãðàììíîãî àïïàðàòà. Âñå ïðèâåäåííûå 
ïðîãðàììû ïðîâåðåíû è ðàáîòîñïîñîáíû. Îíè äîñòóïíû â 
ñåòè Èíòåðíåò äëÿ ñâîáîäíîãî ñêà÷èâàíèÿ è âûëîæåíû íà 
âåá-ñàéòå àâòîðà ïî àäðåñó http://www.mat.net.ua/jk

Ïðîãðàììû ðàçðåøåíî áåñïëàòíî ñêà÷èâàòü è ñâîáîäíî 
èñïîëüçîâàòü äëÿ ëþáûõ ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòîâ. Ðàçðåøåíî 
âêëþ÷àòü èõ â äðóãèå ïàêåòû áåç äîïîëíèòåëüíîé íàöåíêè. 
Áðàòü âîçíàãðàæäåíèå çà ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ ïðîãðàìì è 
ïðèñâàèâàòü àâòîðñòâî èõ ðàçðàáîòêè çàïðåùåíî. Ïðèâîäèì 
îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ïðåäñòàâëåííîãî â êíèãå è íà âåá-
ñàéòå àâòîðà ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

1. Âñå ïðîãðàììû ðåàëèçîâàíû íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå 
JavaScript, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí è ïîëó÷èë øèðîêîå 
ðàñïðîñòðàíåíèå ñ êîíöà XX - íà÷àëà XXI âåêà. Ëèòåðàòóðà, 
ïîñâÿùåííàÿ ÿçûêó JavaScript, íà ñåãîäíÿ ëåãêî äîñòóïíà 
(â îòëè÷èå îò ðÿäà ìîðàëüíî óæå óñòàðåâøèõ ÿçûêîâ). 

2. Äëÿ ðàñ÷åòîâ íå òðåáóåòñÿ óñòàíîâêà ñïåöèàëüíûõ 
êîìïèëÿòîðîâ, òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðîãðàììíîå 
îáåñïå÷åíèå — èíòåðíåò-áðàóçåðû äëÿ ïðîñìîòðà èíòåðíåò-
ñòðàíèö, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â òîì ÷èñëå ñâîáîäíî 
è áåñïëàòíî. Íàèáîëåå îïòèìàëüíûì äëÿ âûñîêîé ñêîðîñòè 
ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ áåñïëàòíûé áðàóçåð Mozilla Firefox, õîòÿ 
èñïîëüçîâàíèå èìåííî åãî íå îáÿçàòåëüíî.

3. Ïðîãðàììû ðàññ÷èòàíû íà îáû÷íûå 32-ðàçðÿäíûå 
ïðèëîæåíèÿ è ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû ñòàíäàðòíîé è 
ñðåäíåé êîíôèãóðàöèè è ìîùíîñòè. Ïðîãðàììû ðàáîòàþò 
î÷åíü áûñòðî è ýôôåêòèâíî, äåëàÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âû÷èñ-
ëåíèÿ ëåãêî äîñòóïíûìè, à èõ ðåçóëüòàòû — ïåðåíîñèìûìè 
â äðóãèå ñòàíäàðòíûå ôàéëû è ïðèëîæåíèÿ, â òîì ÷èñëå 
îôèñíûå ïðèëîæåíèÿ. 

4. Ïðîãðàììû ïîñòðîåíû ïî ìîäóëüíîìó ïðèíöèïó. 
Ïðîãðàììíûé êîä îòêðûò, íå çàøèôðîâàí, ïîíÿòåí, ëåãêî 
÷èòàåòñÿ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî è ìîæåò ïîäëåæàòü 
ìîäèôèêàöèè è äîðàáîòêå (â òîì ÷èñëå ïåðåâîäó â äðóãèå 
ïðîãðàììíûå êîäû, ÿçûêè è ïðèëîæåíèÿ). 

5. Âñå ïðîãðàììû ìîæíî ëåãàëüíî ñêà÷àòü c Èíòåðíåò- 
ñàéòà ðàçðàáîò÷èêà, òàê êàê îíè ñëóæàò ïîïóëÿðèçàöèè ñîâ-
ðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ  è  
íîâûõ ïðîãðåññèâíûõ ìåòîäîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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Ç à ê ë þ ÷ å í è å

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè 
ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèõîäÿò ê îáûêíîâåííîìó 
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçû-
âàåìîãî óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Õàðàêòåðíûìè çàäà÷àìè, 
ïðèâîäÿùèìè ê öèëèíäðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ÿâëÿþòñÿ êðàå-
âûå çàäà÷è îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â 
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ — à èìåííî âîëíîâîå óðàâíåíèå:

u + mu = 0                (5.1)
âíå èëè âíóòðè êðóãà (âíå èëè âíóòðè öèëèíäðà â 

ñëó÷àå òðåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ), à òàêæå êðóãîâûå 
ïðîöåññû â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è 
óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ ââåäåíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò, â ñëåä-
ñòâèå ÷åãî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

——r—+ —— + mu = 0           (5.2)

Ïîëàãàÿ u (r, )  = R(r) () , ïîëó÷àåì:

R ’’+ —R ’+ —R’’+ mR = 0         (5.3)

Îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

R ’’+ —R ’+ mR         ’’—=——                (5.4)
        —R            

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, òî 
åñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òàê êàê ëåâàÿ 
÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò r, à ïðàâàÿ — òîëüêî îò  , ýòî  
âîçìîæíî, åñëè ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü îäíîâðåìåííî îáðàùà-
þòñÿ â îäíó è òó æå êîíñòàíòó  . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
íàøëèñü áû òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ ðà-
âåíñòâî áû íå âûïîëíÿëîñü.

Ìû ïðèìåíèëè ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûé 
â äàííîì ñëó÷àå îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì, è ïîëó÷èëè ïàðó 
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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R ’’(r)+ —R ’(r)+ m — —R(r)= 0         (5.6)
’’( )+ ( )= 0
Õàðàêòåð ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé çàâèñèò îò çíàêîâ 

ïîñòîÿííûõ m è  . Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè 
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò òàêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ 
ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ  .

Ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè m ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íå 
ïðåäñòàâèìî â öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ïîýòîìó â äàí-
íîì èçäàíèè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ m 
áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. 

Åñëè  l 0  è m j 0 , òîãäà îáùåå ðåøåíèå ìîæåò 
áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå ñ çàìåíàìè:

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr

R ’’(x)+ —R ’(x)+ 1 — —R(x)= 0         (5.7)
’’( )+   ( )= 0

u (r, )  = R(r) ()  = a cos ( )  + 

   + a sin ( )a  (kr)+ a  (kr)
ãäå a  a  a  a  — ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Èõ çíà-

÷åíèå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îáëàäàþùåãî 
ðàäèàëüíîé (öèëèíäðè÷åñêîé) ñèììåòðèåé, ìû ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (ñ íóëåâûì èíäåêñîì).

Åñëè  =   =  0 , òîãäà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñî- 
îòíîøåíèÿ è ðåøåíèÿ:

( ) const 

u (r, )  = a  (kr)+ a  (kr)
Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèâåë íàñ ê ïîëó÷åíèþ 

ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, âûðàæåí- 
íîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è öèëèíäðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.   
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Åñëè  l 0  è m k 0 , òîãäà îáùåå ðåøåíèå ìîæåò 
áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå ñ çàìåíàìè:

 =   l 0 ,  m = — k  k 0 ,  x  = kr

R ’’(x)+ —R ’(x)— 1 + —R(x)= 0         (5.8)
’’( )+   ( )= 0

u (r, )  = R(r) ()  = a cos ( )  + 

   + a sin ( )a  (kr)+ a  (kr)
ãäå a  a  a  a  — ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Èõ çíà-

÷åíèå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Åñëè  =   =  0 , òîãäà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñî- 
îòíîøåíèÿ è ðåøåíèÿ:

( ) const 

u (r, )  = a  (kr)+ a  (kr)

Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ðàññìàòðèâàþò 
òàêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò 
êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû. Ýòî âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, åñëè 
ïîñòîÿííàÿ m ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Âî âñåõ îñòàëüíûõ 
ñëó÷àÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è 
íå îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû. 

Êðîìå òîãî, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷àñòî 
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, êîòîðûå 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 

——r—+ —— =——          (5.9)

Ñäåëàåì çàìåíó u (r,  , t)  = R(r) () T(t)
Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâèì 

âûðàæåíèå â âèäå u (r,  , t)  = F(r, ) T(t) è ïîëó÷èì:

22
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— + —— + —— + mF = 0         (5.10)

T ’’(t)+ mc T(t)= 0
Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.10) ðåøåíèÿ â îáùåì âèäå áûëè ïî- 

ëó÷åíû âûøå. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 
âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Îòñþäà

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr         (5.11)

u (r,  , t)  = a cos (kct)  + a sin (kct)
 a cos ( )  +  a sin ( )a  (kr)+

  +  a  (kr)
ãäå a  a  a  a  a  a  — ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Èõ 

çíà÷åíèå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è. 
Îñîáåííîñòüþ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ â ñîîòâåòñò-
âèè ñ ôèçè÷åñêèìè ðåàëèÿìè íå ìîæåò ïðèîáðåòàòü çíà-
÷åíèå êîíñòàíòû. Íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèå ïî âðåìåíè 
ôóíêöèè íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü âîëíîâîìó óðàâíåíèþ â 
ñèëó ôèçè÷åñêîé ñïåöèôèêè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, ñêëîííûõ 
ê ïîñòåïåííîìó çàòóõàíèþ, à íå ðîñòó.

Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èçó÷àåòñÿ óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèìî â öèëèíä-
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â ñëåäóþùåì âèäå: 

— + —— + —— + — = 0         (5.12)

Ñäåëàåì çàìåíó u (r,  , z)  = R(r) () Z(z)
Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâèì 

âûðàæåíèå â âèäå u (r,  , z)  = F(r, ) Z(z) è ïîëó÷èì:
Z’’(z)— mZ(z)= 0
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî òðåòüåé ïåðåìåííîé 

êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíòû. 
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

1 2

3 4 5

6

1 1
r r 2

u
r

 u2

2

 u2

r2
 u2

z2



166 167

r=r

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr         (5.13)

u (r,  , z)  = a exp (kz)  + a exp (kz)
 a cos ( )  +  a sin ( )a  (kr)+

  +  a  (kr)
Âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (5.12)  

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå çàâèñÿò 
îò êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèâåëè ê ðàññìîòðåíèþ 
ôóíêöèé Áåññåëÿ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ êðóãëîé 
ìåìáðàíû, æåñòêî çàêðåïëåííîé ïî êðàÿì. Â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.9).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìåìáðàíà ïîëó÷àåò  
çàäàííîå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îòêëîíåíèÿ è ñêîðîñòè, 
îïèñûâàåìûå êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u (r,  , t)   = f (r, ) — îòêëîíåíèå         (5.14)

—   = w (r, ) — ñêîðîñòü

Ìåìáðàíà — óïðóãàÿ êðóãëàÿ ïëàñòèíêà, çàêðåïëåí-
íàÿ ïî êðàÿì. Èìååò ðàäèóñ r . Ïîñêîëüêó åå êðàÿ çàêðåï-
ëåíû, âîçíèêàåò åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

u (r,  , t)   = 0  — îòêëîíåíèé îò êðàÿ íåò.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ (5.10), èç êîòî-
ðîãî íóæíî âûäåëèòü òå, ÷òî ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ðåøåíèå 
êðàåâîé çàäà÷è (5.14).

1) Ïî  ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, òàê 
êàê ñäåëàâ ïîëíûé îáîðîò íà óãîë f360°, ìû âåðíåìñÿ 
â òó æå ñàìóþ òî÷êó ìåìáðàíû. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ

u (r,  , t) = u (r, + 2p, t)          (5.15)
2) Ôóíêöèÿ u (r,  , t) îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ 

ðàäèóñà r, ïîñêîëüêó ôèçè÷åñêè îñóùåñòâèìû òîëüêî òàêèå 
 

2 2





1 2

3 4 5

6

t=0

u
t t=0

0

êîëåáàíèÿ öåëüíîé êðóãëîé îãðàíè÷åííîé ìåìáðàíû. Ýòî 
èñêëþ÷àåò ôóíêöèè Íåéìàíà èç îáùåãî ðåøåíèÿ, òàê êàê 
ðåøåíèå íå ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ (ìåìáðàíà öåëüíàÿ).

3) Ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå ìåìáðàíû.
Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ ôóíê-

öèé Áåññåëÿ ìîæåò áûòü òîëüêî öåëûìè ÷èñëàìè, èíà÷å 
ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ íå áóäåò èìåòü ïåðèîä 2p ïî  .

 = n  l 0 , ãäå n — öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

u (r,  , t)  = a cos (kct)  + a sin (kct)
 a cos (n )  +  a sin (n ) (kr)          (5.15)
Êðàåâîìó óñëîâèþ íà ãðàíèöå ìåìáðàíû ìîæíî óäîâ-

ëåòâîðèòü, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

 (kr  )= 0  è ïîëó÷èâ èç ýòîãî îòíîøåíèÿ k .
Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ïî k èìååò áåñêîíå÷íîå 

ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïðè êîòîðûõ kr äîëæíî ïðèíèìàòü 
çíà÷åíèå êîðíåé ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî  
ôóíêöèè Áåññåëÿ èìåþò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, ïîýòîìó 
ðåøåíèé îáùåãî óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. 

Îáîçíà÷èâ ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ êàê  
  , ìû ïîëó÷èì, ÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî ñëåäóþùèå 
çíà÷åíèÿ k =    r    ãäå m = 1, 2, 3 ...  è n — èíäåêñ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü îáùèì íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì, íóæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âñåõ âîç- 
ìîæíûõ ðåøåíèé ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ óñòàíîâ-
ëåííûõ ïàðàìåòðîâ, èëè èíûìè ñëîâàìè — îáîáùåííûå 
ðÿäû âûøåóêàçàííûõ ôóíêöèé (5.15). 

Êîëåáàíèå ìåìáðàíû áóäåò ðåçóëüòàòîì íàëîæåíèÿ ãàð- 
ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì u

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äâîéíîãî ðÿäà:

u (r,  , t)  =            u     (r,  , t)          (5.16)

ãäå    — íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ  (x)= 0
k  =   r   è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
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0n

0

(n)
m

(n)
m 0

(n)
m

m=1


n=0

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m 0
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u    (r,  , t)= a   cos (k   c t)+ a   sin (k   c t) 
 a   cos (n )+ a   sin (n ) (k    r )      (5.17)

Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îïèñûâàåò îäíî èç âîçìîæ-
íûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 
ðàäèóñà r êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé íå çàâèñèò îò óãëà  è  
ìåíÿåòñÿ òîëüêî âìåñòå ñ ïåðåìåííîé r ñ àìïëèòóäîé

 (r)  =   (k    r )a   a   + a   
è ÷àñòîòîé c  r   = ck      ïðè n = 0
Âáëèçè ãðàíèöû ìåìáðàíû êîëåáàíèÿ íåçíà÷èòåëüíû 

è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, â òî æå âðåìÿ äîñòèãàÿ ñâîåãî ìàêñè-
ìóìà â öåíòðå ìåìáðàíû. Ìîæíî âûäåëèòü â ìåìáðàíå 
êîëüöåâûå îáëàñòè, êîòîðûå íå ó÷àñòâóþò â êîëåáàíèÿõ, 
îñòàâàÿñü â ïîêîå (òàê íàçûâàåìûå óçëîâûå ëèíèè). 

Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî èíäåêñà n ôóíêöèè (5.17) îïèñû-
âàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ çàâèñèò 
îò óãëà  è èçìåíÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ðà-
äèóñà r ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé (5.17) ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíûå 
êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, èç êîòîðûõ íóæíî âûáðàòü òàêèå, 
êîòîðûå áóäóò èìåòü ìåñòî â êîíêðåòíîé çàäà÷å ñ êîíêðåòíî 
óêàçàííûìè è çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå èìåþò òîëüêî ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà (5.16), òàê êàê ïðè 
ðîñòå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ n è m çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (5.17) 
áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. 

È õîòÿ òåîðåòè÷åñêè ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèå 
ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà 
êîëåáàíèé ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè è àìïëèòóäàìè, 
ïðàêòè÷åñêè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò òîëüêî êîëåáàíèÿ, 
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì ÷ëåíàì ðÿäà (5.16).

Ýòî äåëàåò âåñüìà óäîáíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè  
çðåíèÿ ïðèìåíåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè 
èíäåêñàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ  
çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè è èñ- 
ïîëüçîâàíèåì ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì è êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷å- 
òîâ, ÷òî íàøëî ñâîå ðàçâèòèå ñ ñåðåäèíû XX âåêà. 
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Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè 
Áåññåëÿ, çàäàííûå ñëåäóþùèì îòíîøåíèåì

 (   x)  ãäå    — êîðíè ýòîé ôóíêöèè,        (5.18)
îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, 

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå 
ôóíêöèè â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ. Åñëè ôóíêöèÿ f (r) íå- 
ïðåðûâíàÿ è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ, çàäàííàÿ íà 
èíòåðâàëå (0, r ), îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëå- 
äóþùåãî ðÿäà:

f (r)=    c     (   r r  )             (5.19)

Ôóíêöèè (5.18) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà 
çàäàííîì èíòåðâàëå ñ âåñîì r ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà. 
Ýòî ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî     (5.20)

 (   r r  )  (   r r  )r  dr=0   m=k
 
Âû÷èñëèì íîðìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (5.19) ïðè öå-

ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà. Îáîçíà÷èì

P(r)  =  (   r r  )   ãäå k  =   r           (5.21)

R(r)  =  (kr)   ãäå k — ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.

Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ïàðå óðàâíåíèé âèäà:

—r—+ k  r— —P(r)  = 0

—r—+ k r— —R(r)  = 0

Ïðè ýòîì ïåðâàÿ ôóíêöèÿ P(r )=0 ,  à âòîðàÿ óæå 
íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâ- 
íåíèå íà R(r) , à âòîðîå íà P(r) è âû÷òåì âòîðîå óðàâíåíèå  
èç ïåðâîãî, ïðîèíòåãðèðîâàâ çàòåì ïî r â ïðåäåëàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì:
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rP(r)R(r)dr = ——

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó k k
Äëÿ ýòîãî ðàñêðîåì íåîïðåäåëåííîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ïî 

ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, îäíîâðåìåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ÷èñ- 
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïî k è ïîñëå ýòîãî âûïîëíèâ ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä. Ìû ïîëó÷èì êâàäðàò íîðìû

|| (k   r)|| =r (   r r  )dr =—’ (  )
Åñëè ìû ïåðåéäåì ê ïðåäåëó k k , òî ïîëó÷èì 

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (5.20). 
Èñõîäÿ èç ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ, 

äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ íóëåâîãî èíäåêñà ìîæíî çàïèñàòü 
ñëåäóþùåå çíà÷åíèå íîðìû:

|| (k   r)|| =—(  )           (5.23)

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçëîæèìîñòè: âñÿêàÿ 
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïðè 
r=0  è îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü ïðè r=r , ìîæåò áûòü ðàç- 
ëîæåíà â àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä  

f (r)=    c     (   r r  )            (5.24)

ãäå c    =r f (r) (   r r  )dr  || (k   r)||

Â ðÿäå çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ðàçëîæåíèÿìè 
íå òîëüêî ïî îãðàíè÷åííûì ôóíêöèÿì Áåññåëÿ, íî è ïî 
ôóíêöèÿì Íåéìàíà ñ îñîáåííîñòÿìè â íóëå, à òàêæå èõ 
ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ íåîáõîäèìî èñêëþ÷àòü èç âû÷èñëåíèé ìàëóþ îêðåñò- 
íîñòü ãðàíèöû, ãäå ôóíêöèè Íåéìàíà èìåþò íåóñòðàíèìóþ 
îñîáåííîñòü è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.    
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(5.22)
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Êàê âèäíî èç âûøåñêàçàííîãî, áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå 
çíà÷åíèå èìååò ïîëó÷åíèå íóëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðîã-
ðàììíûì ñïîñîáîì. Ïðè íàëè÷èè ïðîãðàììû âû÷èñëåíèé 
çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåññåëÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ åå êîðíåé íå 
ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè — îíà ñòàíäàðòíàÿ. 

Çàäà÷ó îáëåã÷àåò òîò ôàêò, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ê 
áåñêîíå÷íîñòè èíòåðâàë ìåæäó êîðíÿìè ñòðåìèòñÿ ê p . Ýòî 
ïîçâîëÿåò ïðîïóñòèòü ÷àñòü ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé è 
ïåðåñêàêèâàòü îò êîðíÿ ê êîðíþ, ïðîïóñêàÿ èòåðàöèè. 

Äëÿ ïîèñêà êîðíåé ïðîãðàììíûì ìåòîäîì íåîáõîäèìî 
ïðîèçâîäèòü ïîøàãîâûå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè 
Áåññåëÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà î÷åðåäíîì øàãå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè íå ïîìåíÿåò çíàê. Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çíà÷åíèÿìè 
ïåðåìåííîé îêàæåòñÿ êîðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ïðè ìàëîé 
äîëå âåðîÿòíîñòè â ïðîöåññå èòåðàöèé êîðåíü ôóíêöèè 
Áåññåëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è ÿâíî, ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ.

Ïóñòü x x  . . .  x  — ïîøàãîâûå èòåðàöèè

è J = (x  )  — ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè  
Áåññåëÿ íà k èòåðàöèè. Êàê òîëüêî ìû ïîëó÷èì, ÷òî

J  <0  è J >0  èëè J  >0  è J <0
ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåæäó x   è x  íàõîäèòñÿ êîðåíü

   d x   +—         (5.25)

Âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåññåëÿ íóæíî ïðî- 
èçâîäèòü ñ ìàêñèìàëüíî âûñîêîé äëÿ 32-ðàçðÿäíûõ ïðèëî-
æåíèé òî÷íîñòüþ — 1Å-12. Âåëè÷èíó øàãà äîñòàòî÷íî 
íàçíà÷àòü â ïðåäåëàõ 1Å-6 — 1Å-12, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü 
îïòèìàëüíûå ðåçóëüòàòû.   

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ïðîèçâîäèì ñäâèã ïåðåìåííîé 
x íà âåëè÷èíó, êðàòíóþ øàãó èòåðàöèè, íî ìåíüøå p , íà- 
ïðèìåð, îò 3 äî 3.1 — ýòî óñêîðèò ðàáîòó ïðîãðàììû. Íà  
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ î÷åíü 
áûñòðî, òàáëèöó ïåðâûõ êîðíåé ôóíêöèé Áåññåëÿ ìîæíî ïîëó- 
÷èòü â òå÷åíèå ñ÷èòàííûõ ñåêóíä. Ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ 
ïåðâûõ êîðíåé ôóíêöèé Áåññåëÿ ìîæíî áåñïëàòíî ñêà÷àòü 
ñ âåá-ñàéòà àâòîðà-ðàçðàáîò÷èêà.
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Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé áåç äîêàçàòåëüñòâà.

 (x)= cos nq—xsin qdq         (5.26)

 (x)= cos 2nq  cos xsin qdq               (5.27)

  (x)= sin (2n+1)q  sin xsin qdq     (5.28)

Îáîçíà÷èì c = — è 12

 (x)=csin  q cos xcos qdq         (5.29)

 (x)=ccos  q cos xsin qdq         (5.30)

 (x)=c1 — q  cos xq  dq        (5.31)

Îáîçíà÷èì s  = —

 (x)=2ccos  q sin xsin qdq —

     — expx sh qch  q dq         (5.32)

 (x)=2s1 — q   cos xq  dq        (5.33)

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ 
öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé, âûðàæàþùèõ èíòåãðàëüíûå çà-
âèñèìîñòè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. 
Îíè î÷åíü ðåäêî ïðèìåíÿþòñÿ â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.

Êðîìå öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèé Áåññåëÿ, 
â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå 
ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé — îðòîãî-
íàëüíûå ïîëèíîìû è äðóãèå ôóíêöèè, âîçíèêàþùèå ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò. 

Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæåò ïðèâîäèòü ê 
áîëåå øèðîêîìó êëàññó ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êîòîðûõ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ðåêóððåíòíûå 
îòíîøåíèÿ. Ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî êëàññà ôóíêöèé ðåêóð-
ðåíòíûå îòíîøåíèÿ âûâîäÿòñÿ, èñõîäÿ èç êîíå÷íîãî èõ ïðåä- 
ñòàâëåíèÿ, ÿ íå èç îáùåãî âèäà ñàìîãî óðàâíåíèÿ.

Îäíî èç îáùèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîñòåéøèõ ñïåöèàëü-
íûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

y(x)  + r(x)y(x)  = 0          (5.34)

y(x)= —k(x)— —  g(x)y(x)

axb ,  r(x)0 ,  k(x) , g(x)l 0
Ïðîñòåéøàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îïðåäåëÿåò òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèå ôóíêöèè. ×àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé çàäà÷è 
(5.34) ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííûå â íàñòîÿùåé ãëàâå öèëèí-
äðè÷åñêèå ôóíêöèè — ôóíêöèè Áåññåëÿ, Íåéìàíà è äð.

Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü 
óðàâíåíèå Ëåæàíäðà, óðàâíåíèå ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé 
Ëåæàíäðà, óðàâíåíèå ×åáûøåâà-Ýðìèòà è óðàâíåíèå ×å-
áûøåâà-Ëÿãåððà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ óêàçàííûõ 
óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü 
êîýôôèöèåíòà k(x)  ïî êðàéíåé ìåðå, íà îäíîì èç êîíöîâ 
èíòåðâàëà (a, b). Ýòî ñâîéñòâî èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ ïîñòà- 
íîâêè êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ (5.34).

Ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå, ñóùåñòâóåò îáùèé êëàññ ñïå- 
öèàëüíûõ ôóíêöèé, ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ êîòîðûõ 
ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé òîëüêî 
íà îñíîâàíèè îáùåãî âèäà óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî 
âîñïîëüçîâàòüñÿ Âòîðîé áàçîâîé òåîðåìîé, êîòîðàÿ îáîáùàåò 
ðåçóëüòàòû Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìû, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ 
â òîì ÷èñëå ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.
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Ñóòü Âòîðîé áàçîâîé òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ â îáùåì âèäå 
ñ ïðîèçâîëüíûì èëè íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì:

y ’’(x)+g(x)y(x)= 0          (5.35)
ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàìåíà âèäà:

z(x)=A(x)y(x)+B(x)y ’(x)         (5.36)
êîòîðàÿ ïåðåâîäèò óðàâíåíèå (5.25) â óðàâíåíèå

z ’’(x)+q(x)z(x)= 0          (5.37)
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

q(x)A(x)=-A ’’(x)+g(x)A(x)+
         +2g(x)B ’(x)+g ’(x)B(x)
q(x)B(x)=-2A ’(x)-B ’’(x)+g(x)B(x)      (5.38)
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà m è ôóíêöèÿ, 

îáîçíà÷åííàÿ j(x), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

—= -—          (5.39)

j’’(x)+g(x)-m  B (x)j(x)= 0       (5.40)
ãäå m=const = 0  (íåâûðîæäåííàÿ)

—-——=-g(x)+—       (5.41)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìå, åñëè 
â óðàâíåíèè (5.35) óäàåòñÿ âûäåëèòü íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå 
çíà÷åíèå, çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé çà-
ìåòíî îáëåã÷àåòñÿ, òàê êàê ïîòåíöèàë çàìåíû ïðè ïåðâîé 
ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííóþ êîíñòàíòó. 

Âñå ïðåäëîæåííûå ôîðìóëû ôàêòè÷åñêè áûëè ïîëó-
÷åíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïåðâîé áàçîâîé òåîðåìû, êîòîðàÿ 
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé Âòîðîé áàçîâîé 
òåîðåìû. Óêàçàííûå îòíîøåíèÿ îïèñûâàþò îáùèå çàâèñè-
ìîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè ðåêóððåíòíûõ îòíî-

øåíèé äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, íà îñíî- 
âàíèè ÷åãî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå îòíîøå-
íèÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïûòàòüñÿ ðåøèòü íåðàçðåøèìóþ çàäà÷ó 
— íàéòè ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ 
äëÿ íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, èñïîëüçóÿ íåíóëåâûå 
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, àâòîðó óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðÿìûå  
ôîðìóëû, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è 
ïîñòðîåíèÿ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé.

Íåâçèðàÿ íà êàæóùóþñÿ ãðîìîçäêîñòü, âûâåäåííûå 
îòíîøåíèÿ î÷åíü óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, 
òàê êàê îáû÷íî ïîèñêè ðåêóððåíòíûõ çàâèñèìîñòåé âåäóòñÿ 
â ñòðîãî îïðåäåëåííîì óçêîì êëàññå çàäà÷. Äëÿ ïðàêòè÷åñ-
êîãî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü 
ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò 
ëåãêî âûïèñûâàòü ðåêóððåíòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ ñàìîãî 
øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî 
ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷è 
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è ïðîèçâîëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 
óðàâíåíèÿ áóäóò ïîêàçàíû â ñëåäóþùåé ãëàâå è â ñëåäó-
þùåì èçäàíèè, êîòîðîå âûïóñêàåòñÿ ïî ÷àñòÿì.

Îáîáùåííàÿ Âòîðàÿ áàçîâàÿ òåîðåìà î÷åíü óäîáíà äëÿ 
îáîáùåííîãî èññëåäîâàíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ñïåöèàëüíûõ 
ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå 
óäàëîñü ñèñòåìàòèçèðîâàòü íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîä-
õîäà — îáîáùåííîãî ìåòîäà ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé.

Все рекуррентные отношения íà îñíîâàíèè ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà âûâîäÿòñÿ íàïðÿìóþ, èñõîäÿ только из 
общего вида начального линейного дифференциального 
уравнения второго порядка ñ ïðîèçâîëüíûìè ñîáñòâåííûìè 
çíà÷åíèÿìè, êàê íóëåâûìè, òàê è íåíóëåâûìè.

Àâòîð ñ÷èòàåò ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðîãðåññèâíûì, 
ïîçâîëÿþùèì ðàáîòàòü íå òîëüêî ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè, íî è ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñëîæíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íà îñíîâå 
õîðîøî èññëåäîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è 
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ èõ ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåì èçäà- 
íèè ýòîò íîâàòîðñêèé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê öèëèíäðè÷åñêèì 
ôóíêöèÿì — ôóíêöèÿì Áåññåëÿ è Íåéìàíà.    
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Â êîíöå XIX - íà÷àëå XX âåêà íà âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé 
â òåîðèè áûëî îáÿçàòåëüíûì, èì óäåëÿëîñü áîëüøîå âíèìàíèå. 
Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåíÿëèñü îñîáûå íà÷åðòàíèÿ áóêâ 
è ñèìâîëîâ, ïîä÷åðêèâàâøèå èõ óíèêàëüíîñòü è îñîáóþ 
âàæíîñòü â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. 

Ñ ñåðåäèíû XX âåêà îñíîâíîé àêöåíò ïåðåìåñòèëñÿ 
íà êîìïüþòåðíîå ïðîãðàììíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé 
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 
êîíêðåòíûõ ïðîöåññîâ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ñïåöèàëüíûå 
ôóíêöèè ïîòåðÿëè îñîáîå øðèôòîâîå íà÷åðòàíèå, ïîä÷åð-
êèâàâøåå â êíèãàõ è äðóãèõ ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ èõ èíäè-
âèäóàëüíîñòü è âûäåëÿâøåå èõ èç îáùåé ìàññû. 

Ñðåäè ó÷åíûõ ðàñïðîñòðàíèëîñü ìíåíèå, áóäòî â òåî-
ðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé íåâîçìîæíî ñêàçàòü íîâîå ñëîâî, 
ýòà òåîðèÿ ÿêîáû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè çàêîí÷åííîé, õîòü 
è íå ñòðîéíîé è íå ñèñòåìàòèçèðîâàííîé. 

Àâòîð ñòðåìèòñÿ âåðíóòü èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê 
òåîðåòè÷åñêîìó àïïàðàòó ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è ïðîáëåìå 
ñèñòåìàòèçàöèè è îáîáùåíèÿ ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé, à 
òàêæå íàéòè ïóòè íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìîù-
íîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñêîãî àïïàðàòà. 

Àâòîð òàêæå ïîñòàðàëàñü ñîáëþñòè ðàçóìíûé áàëàíñ 
ìåæäó òåîðèåé è ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì ýòîãî àïïàðàòà 
äëÿ ñåãîäíÿøíèõ ðåàëèé. 

Â çàêëþ÷åíèè ãëàâû õî÷åòñÿ ñêàçàòü î íåîáõîäèìîñòè 
âîçðîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, 
â òîì ÷èñëå â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå XX âåêà áûëî 
î÷åíü ñëîæíûì è ïðîáëåìíûì äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðè- 
êëàäíîé íàóêè è ó÷åíûõ ñòðàí áûâøåãî ÑÑÑÐ, äëÿ îòå÷åñò-
âåííîé íàóêè îíî îáåðíóëîñü ðåàëüíîé êàòàñòðîôîé. 

Òîëüêî èç Óêðàèíû çà ðóáåæ íà ïîñòîÿííîå ïðîæè-
âàíèå âûåõàëî áîëüøå ó÷åíûõ, íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ è ñïå-
öèàëèñòîâ, ÷åì èç ëþáîãî äðóãîãî åâðîïåéñêîãî ãîñóäàðñòâà 
(çà èñêëþ÷åíèåì Ðîññèè). Òðàãåäèÿ áûëà â òîì, ÷òî äàëåêî íå  
âñå èç òåõ, êòî óåõàë çà ðóáåæ, íàøëè ñåáÿ èìåííî â ñôåðå 
îáðàçîâàíèÿ, íàó÷íîé è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòû.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ íàóêà óêðàèíñêîãî ãîñóäàðñòâà, çàòðà- 
òèâøåãî êîëîññàëüíûå ñðåäñòâà íà ïîäãîòîâêó è îáó÷åíèå 
ñïåöèàëèñòîâ, ïî óðîâíþ ïîäãîòîâêè íå óñòóïàþùèõ ñïå-

öèàëèñòàì ìèðîâîãî óðîâíÿ, à òî è ïðåâîñõîäÿùèõ èõ ïî  
êà÷åñòâó òåîðåòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè è ïðàêòè÷åñêîãî îïûòà 
ðàáîòû, îêàçàëàñü â áóêâàëüíîì ñìûñëå îáåñêðîâëåíà. 

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé áûëè ïðåêðàùåíû, à êðåà-
òèâíàÿ ðàáîòà ìîëîäûõ ó÷åíûõ âîîáùå íå ïîääåðæèâàëàñü è 
íå ïîîùðÿëàñü íè ìàòåðèàëüíî, íè ìîðàëüíî — áîëåå òîãî, 
øëà íàñòîÿùàÿ îõîòà çà íîâûìè èäåÿìè. Õî÷åòñÿ âûðàçèòü 
благодарность тем практикам, êîòîðûå èñïîëüçîâàëè ñïå- 
öèàëüíûå ôóíêöèè â ñâîèõ ðàñ÷åòàõ è óäåëÿëè ìíîãî âíè-
ìàíèÿ ýòèì âîïðîñàì äàæå â ñòîëü òÿæåëîå âðåìÿ.

Íî ýòè äåñòðóêòèâíûå ïðîöåññû íå â ñîñòîÿíèè áûëè 
ñäåðæàòü ïîëåò íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ìûñëè è îñòàíîâèòü 
ôóíäàìåíòàëüíûå è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ òåõ, 
êòî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì ïðèâåðæåíöåì íàóêè 
è íå ïðåäñòàâëÿåò ñâîþ æèçíü áåç íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. 
Òðóäíî îñòàíîâèòü òåõ, ó êîãî ñòðåìëåíèå ê íàó÷íî-òåõíè-
÷åñêîìó ïðîãðåññó çàëîæåíî â äóøå è ñîçíàíèè. 

Ìû — íîâîå ïîêîëåíèå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ðåâîëþöèè 
è äåòè íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Íà íàøèõ ãëàçàõ 
êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè ñäåëàëè êîëîññàëüíûé øàã 
âïåðåä, êîìïüþòåðû ïðåâðàòèëèñü èç åäèíè÷íûõ îãðîìíûõ 
ìàøèí, çàíèìàâøèõ öåëûå çàëû, â êîìïàêòíûé, äîñòóïíûé 
è î÷åíü ïîïóëÿðíûé ðàáî÷èé èíñòðóìåíò. Áûëà ñîçäàíà 
ãëîáàëüíàÿ ìèðîâàÿ áèáëèîòåêà è ñåòü ìèðîâîãî îáìåíà 
èíôîðìàöèåé — Èíòåðíåò. Ñåãîäíÿ ìíîãèå íå ïðåäñòàâëÿþò 
ñâîþ æèçíü áåç öèôðîâûõ òåõíîëîãèé, îñíîâû êîòîðîé áûëè  
çàëîæåíû ó÷åíûìè ïðåäûäóùèõ ïîêîëåíèé.

Òîëüêî îò íàñ ñàìèõ çàâèñèò, áûòü ñîâðåìåííîé óê-
ðàèíñêîé íàóêå èëè íå áûòü. Òîëüêî ìû ñàìè ñìîæåì 
äâèãàòü âïåðåä íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ, ïðîäîëæàòü 
ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå èçûñ- 
êàíèÿ. Ìû æèâåì â ýïîõó, î êîòîðîé ãðåçèëè è ìå÷òàëè 
ïðîãðåññèâíûå ó÷åíûå XX âåêà. 

Íàó÷íûå è öèôðîâûå òåõíîëîãèè áóêâàëüíî ïåðå-
âåðíóëè âñþ ñîâðåìåííóþ æèçíü. Ìàòåìàòèêà ïðîíèêëà âî 
âñå ñôåðû è îòðàñëè ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè. Ñåãîäíÿ òàêèå 
äèñöèïëèíû, êàê ôèçèêà è ãåîãðàôèÿ, õèìèÿ è áèîëîãèÿ, 
ýêîíîìèêà è äàæå ïîëèòèêà íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áåç 
ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. 

Äàâàéòå íå çàáûâàòü, ÷òî âñå â ýòîì ìèðå âîêðóã  
íàñ — ýòî ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ÷èñëà …   
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Î á    à â ò î ð å
Íà ñåãîäíÿ îñíîâíàÿ ïðîôåññèÿ àâòîðà èçäàíèÿ — ïðî- 

ôåññèîíàëüíûé âåá-äèçàéí è ïîëèãðàôè÷åñêèå òåõíîëîãèè. 
Îêîí÷èëà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Õàðüêîâñêîãî 
Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â. Í. Êàðàçèíà (îòäåëåíèå 
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè) 
â 1994 ãîäó è çàùèòèëà äèïëîì ïî äàííîé òåìå.

Ïðîáëåìàìè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé çàíèìàåòñÿ ñ 1991 
ãîäà. Ïðÿìîé âûâîä ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ôóíêöèé 
Áåññåëÿ è Íåéìàíà áûë ïîëó÷åí àâòîðîì â 1992 ãîäó. Â 
1993 ãîäó áûëà ðàçðàáîòàíà îáîáùåííàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþ- 
ùàÿ ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå îòíîøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.

Èññëåäîâàíèÿ è òåîðåòè÷åñêèå èçûñêàíèÿ â îáëàñòè 
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðîäîëæà-
ëèñü è ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà äî 1999 ãîäà, è ïîñëå 
ïåðåðûâà îíè áûëè âîçîáíîâëåíû â 2007 ãîäó. 

C 1993 ãîäà àâòîð ïðîôåññèîíàëüíî çàíèìàåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòåëüñêîé ïîëèãðàôèåé, êîìïüþòåðíîé âåðñòêîé è 
ñîçäàíèåì îðèãèíàë-ìàêåòîâ ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè, à òàêæå 
æóðíàëèñòèêîé â êîìïüþòåðíîé îòðàñëè è â Èíòåðíåò.

Ñ 1999 ãîäà ïðîôåññèîíàëüíî çàíèìàåòñÿ èíòåðíåò-
ïðîãðàììèðîâàíèåì, âåá-äèçàéíîì è íàïèñàíèåì êëèåíòñêèõ 
ñöåíàðèåâ íà ÿçûêå JavaScript äëÿ ñàéòîâ è âåá-ñòðàíèö. 

Â 2007 ãîäó àâòîð âîçîáíîâèëà ðàáîòó íàä ñïåöèàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïðèâëåêàÿ äëÿ 
ýòîãî ñîâðåìåííûé àïïàðàò ÿçûêà JavaScript. Äàííûé ÿçûê 
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìè÷åñêèé àïïàðàò ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ äëÿ ñòàíäàðòíûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ â ñòàí-
äàðòíûõ 32-ðàçðÿäíûõ èíòåðíåò-ïðèëîæåíèÿõ (áðàóçåðàõ). 
Òàêîé ïîäõîä íà ñåãîäíÿ ÿâëÿåòñÿ íîâàòîðñêèì. Ïðîãðàììû 
ìîæíî ñêà÷àòü ñ èíòåðíåò-ñàéòà àâòîðà-ðàçðàáîò÷èêà.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïðîïà-
ãàíäà ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ê òåîðèè è ïðàêòèêå 
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íî è ïîèñê 
åäèíîìûøëåííèêîâ, êîìó íåáåçðàçëè÷íû èçûñêàíèÿ â îá-
ëàñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî 
ïîðÿäêà, ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòôèçèêè è èñïîëüçîâàíèå 
ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè 
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ àâòîðà ïðåäñòàâëÿåò èññëå-
äîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àíîìàëüíûõ è ýêñò- 
ðàîðäèíàðíûõ ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ.       
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×àñòü 2. Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è äðóãèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè  
â ýëåìåíòàðíîì èçëîæåíèè ñ ïðîãðàììàìè âû÷èñëåíèé

×àñòè 1 è 2 ðàññ÷èòàíû íà ñïåöèàëèñòîâ, èíæåíåðîâ è ìàòåìàòèêîâ. Â íèõ ñòðîãî 
èçëàãàåòñÿ àâòîðñêèé ìåòîä ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé 

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îñîáåííîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.

×àñòü 3. Ìîäåëèðîâàíèå àíîìàëüíûõ è ýêñòðàîðäèíàðíûõ 
ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ

×àñòü 3 íîñèò íàó÷íî-ïîïóëÿðíûé õàðàêòåð è ðàññ÷èòàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü íà 
íåìàòåìàòèêîâ. Îíà íàïèñàíà ïîíÿòíûì ÿçûêîì è ðàññêàçûâàåò î òàêèõ ÿâëåíèÿõ, 
êàê äâèæóùèåñÿ êàìíè â Äîëèíå Ñìåðòè, öóíàìè, âîëíû-óáèéöû, çåìëåòðÿñåíèÿ, 

òîðíàäî, ñìåð÷è è øêâàëû â àòìîñôåðå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòôèçèêè. 
Äëÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ ìóçûêàíòîâ è ëþáèòåëåé ñîâðåìåííîé ìóçûêè ñòðîèòñÿ 

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çâó÷àíèÿ ñîâðåìåííîé ïîñòõåíäðèêñîâñêîé ýëåêòðîãèòàðû.

Ê ÷àñòè 3 áåñïëàòíî ïðèëàãàåòñÿ êîìïàêò-äèñê ñ öâåòíûìè êîìïüþòåðíûìè 
èëëþñòðàöèÿìè, ôîòîãðàôèÿìè è âèäåîìàòåðèàëàìè î÷åâèäöåâ.
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