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Â â å ä å í í ÿ
Ñüîãîäí³ ÿê ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò â áàãàòüîõ ãàëóçÿõ 

ñó÷àñíî¿ ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè 
³ òåõí³÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿. 

Îáëàñò³ çàñòîñóâàííÿ öèõ ôóíêö³é ð³çíîìàí³òí³.  
Âîíè çàáåçïå÷óþòü øâèäêó ³ êîðåêòíó çá³æí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â 
ö³ëîãî ðÿäó ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿê³ ìîæóòü áóòè òàê ÷è 
³íàêøå çâåäåí³ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. ²íòåðåñ ìàòåìàòèê³â 
òà ³íæåíåð³â äî ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é ìàòô³çèêè äîñ³ íå 
çãàñàº.

Òðîõè ³ñòîð³¿. Ó 1732 ðîö³ ìàòåìàòèê Äàíèëî Áåðíóëë³ 
â çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ âåðòèêàëüíî ï³äâ³øåíî¿ âàæêî¿ 
ãíó÷êî¿ íèòêè ïðèéøîâ äî ð³âíÿííÿ, ùî îïèñóº àìïë³òóäó 
êîëèâàíü íèòêè íà ð³çíèõ â³äñòàíÿõ â³ä òî÷êè ï³äâ³ñó:

Ó 1764 ðîö³ ìàòåìàòèê Ë. Åéëåð îòðèìàâ çâè÷àéíå 
ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 
íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

Ó 1822 ðîö³ ìàòåìàòèê Æ. Ôóðüå ðîçãëÿíóâ ïðî-
áëåìó ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè â íàãð³òîìó öèë³íäð³, 
ÿêèé îõîëîäæóºòüñÿ çà ïåâíèõ óìîâ. Æ. Ôóðüå îòðèìàâ 
ð³âíÿííÿ òàêîãî æ âèãëÿäó, ÿê è Ä. Áåðíóëë³, ³ îïèñàâ 
éîãî ðîçâ’ÿçêó ñïîñîáîì ðîçêëàäåííÿ â ðÿä. Îñîáëèâ³ñòü 
ðîçâ’ÿçîê äàíîãî ð³âíÿííÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùî âîíè íå 
ìîæóòü áóòè âèðàæåí³ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ 
ôóíêö³é — ñòåïåíåâèõ, ïîêàçîâèõ, ëîãàðèôì³÷íèõ, òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ, ã³ïåðáîë³÷íèõ àáî ¿õ êîìá³íàö³¿.

 Ï³ñëÿ òîãî, ÿê â 1824 ðîö³ ìàòåìàòèê Â. Áåñåëü 
íàéá³ëüø ïîñë³äîâíî ðîçãëÿíóâ ö³ ðîçâ’ÿçêè ³ âèä³ëèâ ¿õ 
â îêðåìèé êëàñ, çãîäîì âîíè îòðèìàëè íàçâó ôóíêö³é 
Áåñåëÿ (àáî öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é), à ð³âíÿííÿ îòðèìàëî 
íàçâó êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

x y ’’+xy ’ +  x —  y  = 0

Ê³íåöü XIX é XX ñòîë³òòÿ îçíàìåíóâàëîñÿ òèì, 
ùî ïðè ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â âåëè÷åçíî¿ ê³ëüêîñò³ çàäà÷ 
ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ìàòåìàòèêè 
³ ³íæåíåðè ïî÷àëè âèêîðèñòîâóâàòè ðÿäè ôóíêö³é Áåñåëÿ 
³ öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é, ùî äóæå øâèäêî ñõîäÿòüñÿ.

 Çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë áóëè ñêëàäåí³ 
òàáëèö³ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ. Îñîáëèâî àêòóàëüíî 
ïèòàííÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ 
âñòàëî ïðè øèðîêîìó âèêîðèñòàíí³ êîìï’þòåðíèõ 
òåõíîëîã³é — äëÿ ðîçðàõóíêó ïðèêëàäíèõ ô³çè÷íèõ 
çàäà÷. ² âñÿ óâàãà ðîçðîáíèê³â áóëà çîñåðåäæåíà â ïåðøó 
÷åðãó íà ïðèêëàäíèõ ðîáîòàõ, à íå íà ðîçðîáö³ çàãàëüíî¿ 
ôóíäàìåíòàëüíî¿ òåîð³¿.

 Ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó â áàãàòüîõ ïîïóëÿðíèõ 
ïðàöÿõ òèïîâèé âèêëàä òåîð³¿ ôóíêö³é Áåñåëÿ çâîäèâñÿ 
äî íàñòóïíîãî. Ñïî÷àòêó äàâàëèñÿ çàãàëüí³ ôîðìóëè, 
ùî îïèñóþòü äåÿê³ ïðèâàáëèâ³ òà çðó÷í³ ôóíêö³¿ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ïîò³ì íà ¿õ ï³äñòàâ³ âèâîäèëèñÿ 
ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ, ï³ñëÿ ÷îãî äîâîäèëîñÿ, ùî ö³ 
ôóíêö³¿ º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Òîáòî âèêëàäàííÿ 
òåîð³¿ ôóíêö³é Áåñåëÿ éøëî â çâîðîòíüîìó íàïðÿìêó — 
â³ä êîíêðåòíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ äî ïî÷àòêîâîãî 
âèäó ð³âíÿííÿ.

 Äåÿêèé ÷àñ íàçàä àâòîðîâ³ âäàëîñÿ ðîçðîáèòè 
ìåòîä ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ³ îòðèìàòè ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ äëÿ öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é òà ôóíêö³é Áåñåëÿ, 
íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó áåçïîñåðåäíüî ¿õ çíà÷åííÿ, 
à âèõîäÿ÷è âèêëþ÷íî ³ç çàãàëüíîãî âèäó ð³âíÿííÿ Áåñ-
ñåëÿ. Íà ñüîãîäí³ öå íàéïðîñò³øèé ³ íàéêîðîòøèé ñïîñ³á 
îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ. 
Äëÿ éîãî ðîçóì³ííÿ äîñòàòí³ çàãàëüí³ çíàííÿ òåîð³¿ ë³-
í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

 Àâòîð çàéìàëàñÿ äîñë³äæåííÿìè çâè÷àéíèõ ë³í³é- 
íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó òà ¿õ 
îêðåìîãî âèïàäêó — ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, ùî øèðî-
êî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ñó÷àñí³é ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³:

y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)
äå l —  âëàñí³ çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ.
Âèâ÷àëàñÿ ìîæëèâ³ñòü ðîçðîáêè òà çàñòîñóâàííÿ 

ìåòîäó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî ç äâîõ ë³í³éíî-

—— + —— + w u(x)= 0d u 1 du
dxdx x2

2

—— + —— + 1- —— u(x)= 0d u 1 du
dxdx x2

2 p
x

2

2

2 2 2
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íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (íàé-
á³ëüø î÷åâèäíîãî) äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ ïåðåòâîðåííÿ 
Äàðáó.

 Äëÿ òîãî, ùîá äîñë³äæóâàòè çðó÷í³ñòü ³ êîðåêòí³ñòü 
çàïðîïîíîâàíîãî àïàðàòó â òðèâ³àëüíîìó âèïàäêó l=0 
íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, áóëî ðîçãëÿíóòî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ. Âîíî áóëî çâåäåíå äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ. 
Ï³ñëÿ öüîãî áóëà çàñòîñîâàíà Ïåðøà áàçîâà òåîðåìà. 
Òàêèì ÷èíîì, âäàëîñÿ îòðèìàòè äîáðå â³äîì³ ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âèêëþ÷íî 
çàãàëüíèé âèä ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (³ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ) ³ îäèí 
òðèâ³àëüíèé (ë³í³éíî-íåçàëåæíèé) ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ.

 Äîñë³äæåííÿ ñêëàäí³øîãî âèïàäêó l=0 ³ çàñòîñó-
âàííÿ äî íüîãî óçàãàëüíåíî¿ Äðóãî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè 
äîçâîëèëî íà ï³äñòàâ³ çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ ÿâíî âèïèñàòè 
ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ³íøèõ ïîïóëÿðíèõ ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é — îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â. Îçíàéîìëåííÿ ç öèì 
ìåòîäîì ñòèñëî âèêëàäåíå ó Âèñíîâêó òà äåòàëüíî â 2 
÷àñòèíè âèäàííÿ.

 Ùîá ðîçóì³ííÿ ìåòîäó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ 
ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é áóëî ÷³òêèì ³ íåçàëåæíèì â³ä ³íøèõ 
äæåðåë, àâòîð ïðèâîäèòü îêðåì³ åëåìåíòè òåîð³¿ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ³ êîðîòêèé 
îãëÿä Ãàììà-ôóíêö³é (ôóíêö³é Åéëåðà) ç ãðàô³êàìè.

 Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äî ðîçãëÿäó ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é º íåòðàäèö³éíèì, òà ÷åðåç çðó÷í³ñòü éîãî 
çàñòîñóâàííÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé íàäàë³ äëÿ 
íàéøèðøîãî êðóãà çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ùî çâî-
äÿòüñÿ äî çâè÷àéíèõ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
äðóãîãî ïîðÿäêó ³ çîêðåìà äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ 
àáî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

 Ìåòîä ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, ùî íàâîäèòüñÿ 
àâòîðîì, äóæå çðó÷íèé äëÿ çàäà÷ êîìï’þòåðíî¿ 
àëãîðèòì³çàö³¿ òà àâòîìàòèçîâàíèõ ðîçðàõóíê³â ïðèê-
ëàäíèõ çàäà÷. Ó îñòàíí³õ ðîçä³ëàõ ïðèâîäÿòüñÿ àëãîðèòìè 
îá÷èñëåíü çíà÷åíü öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é, ðîçðîáëåíèõ 
àâòîðîì íà ìîâ³ JavaScript. 

Íàâåäåí³ â ðîáîò³ îá÷èñëåííÿ âèêîíàí³ àáî ïåðåâ³ðåí³ 
çà äîïîìîãîþ öüîãî ñó÷àñíîãî àïàðàòó.

Ð î ç ä ³ ë  I
Çàãàëüí³ ïîíÿòòÿ ³ òåîðåìè

§ 1. Лінійні диференціальні рівняння 
другого порядку

Ïåðåä òèì, ÿê ïðèñòóïèòè äî ðîçãëÿäó ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, çóïèíèìîñÿ íà äåÿêèõ àñïåêòàõ çâè÷àéíèõ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, 
îêðåìèì âèïàäêîì ÿêèõ ³ º ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. 

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, ïðè ÿêîìó äðóãà 
ïîõ³äíà íå âèðîäæåíà ³ ñàìî ð³âíÿííÿ íå º ð³âíÿííÿì 
ïåðøîãî ïîðÿäêó.

f (x)y ’’(x)+f (x)y ’ (x)+f (x)y(x)=f(x)
äå f (x)  —  íåâèðîäæåíà ôóíêö³ÿ, ùî òîòîæíî íå 

ð³âíà íóëþ.
Äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì, îñîáëèâî íåâèðîäæå-

íèì ë³í³éíèì, ïðèñâÿ÷óºòüñÿ îáøèðíà ë³òåðàòóðà òà 
÷èñëåíí³ íàóêîâ³ ïðàö³. Òîìó ìè çóïèíèìîñÿ ò³ëüêè íà 
òèõ àñïåêòàõ, ÿê³ áóäóòü íåîáõ³äí³ äëÿ ðîçóì³ííÿ ìåòîäó 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

 Çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèðàæàº 
çàëåæí³ñòü ì³æ íåçàëåæíîþ çì³ííîþ, ôóíêö³ºþ çì³ííî¿ òà 
ïîõ³äíèìè ôóíêö³¿. Ïîðÿäîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
âèçíà÷àºòüñÿ íàéâèùîþ ïîõ³äíîþ ôóíêö³¿, ùî âõîäèòü äî 
éîãî ñêëàäó.

 Ïîðÿäîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ âèçíà÷àºòüñÿ 
íàéâèùîþ ïîõ³äíîþ ôóíêö³¿, ùî âõîäèòü äî éîãî ñêëàäó. 
ßêùî â ð³âíÿíí³ çì³ííà òà ¿¿ ïîõ³äí³ âõîäÿòü ò³ëüêè â 
ïåðøîìó ñòóïåí³, òàêå ð³âíÿííÿ íàçèâàºòüñÿ ë³í³éíèì. 
Â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ — öå êîíñòàíòè 
àáî ôóíêö³¿ íåçàëåæíî¿ çì³ííî¿ f (x) .

 Äåÿê³ íåë³í³éí³ ð³âíÿííÿ, ùî ì³ñòÿòü äðîáîâ³ 
ñòóïåí³, ìîæóòü áóòè ïðèâåäåí³ äî çâè÷àéíèõ ë³í³éíèõ 
ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó øëÿõîì ïîçáàâëåííÿ â³ä 
ñòåïåíåâèõ äðîá³â. Â öüîìó âèïàäêó ïåðåä ðîçãëÿäîì 
ð³âíÿííÿ ïîòð³áíî ñïðîáóâàòè ïîçáàâèòèñÿ â³ä äðîáó.

/
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Îêðåìèì âèïàäêîì ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü º îäíîð³äí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, â ÿêèõ 
f (x)= 0. Äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, 
òîìó àñïåêò f (x)= 0 âàæëèâèé.

Ðîçâ’ÿçêîì íåâèðîäæåíîãî çâè÷àéíîãî îäíîð³äíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó º êîìá³íàö³ÿ 
äâîõ ÷àñòèííèõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ð³øåíü:

y(x)=c y (x)+c y (x)
äå c  — äåÿê³ êîíñòàíòè, y (x) — ïàðà ë³í³éíî-

íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ. Ìè íå ïðèâîäèìî äîêàç 
öüîãî òâåðäæåííÿ.

²ñòîòíèì ìîìåíòîì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðåêó-
ðåíòíèõ â³äíîøåíü º çâåäåííÿ íåâèðîäæåíîãî çâè÷àéíîãî 
îäíîð³äíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 
äî êîíêðåòíîãî âèïàäêó — ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ. 

Ó çâ’ÿçêó ç öèì âñòàþòü êîíöåïòóàëüí³ ïèòàííÿ 
³ñíóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é äàíîãî 
ð³âíÿííÿ. Íàäàë³ ìè ïðèïóñêàºìî, ùî âñ³ íåîáõ³äí³ äëÿ 
äîêàçó ïîõ³äí³ òà ³íòåãðàëè ³ñíóþòü.

Теорема 1. Звичайне невироджене лінійне одно-
рідне диференціальне рівняння другого порядку  
вигляду:

f (x)z ’’(x)+f (x)z ’ (x)+f (x)z(x)=0    (1.1.1)
може бути лише єдиним чином зведене до рівняння 

Штурма-Ліувіля:
y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)       (1.1.2)
де g(x)— функція, l —  деяка константа.
Для цього використовується заміна:

z(x)= P(x)y(x)        (1.1.3)

де  P(x)=exp———dx     (1.1.4)

и  f (x) 0

Функція g(x)  і власне значення можуть бути 
записані одним з двох еквівалентних виразів:

g(x)+ l =b (x) —— (a (x)+2a ’(x) )     (1.1.5)
g(x)+ l =P (x) (P ’’(x)+aP’(x)+bP(x))  (1.1.6)
Ïðè öüîìó íåîáõ³äíî â³äì³òèòè, ùî äî îäíîãî é 

òîãî æ âèäó ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ìîæóòü áóòè 
ïðèâåäåí³ ð³çí³ âèäè îäíîð³äíèõ íåâèðîäæåíèõ ë³í³é- 
íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Приведемо доказ. Äëÿ öüîãî ïîçáàâèìîñÿ â³ä 
íåîäèíè÷íî¿ ôóíêö³¿ ïðè äðóã³é ïîõ³äí³é: 

z ’’(x)+z ’ (x) f (x) / f (x)+z(x) f (x) / f (x)=0

Ïîçíà÷èìî:  a=f (x) / f (x)        (1.1.7)

   b=f (x) / f (x)       (1.1.8)
Òîä³ áàçîâå ð³âíÿííÿ (1.1.1) ïðèéìå âèãëÿä:

z ’’(x)+a z ’ (x)+b z(x)=0 
Ïîò³ì ï³äñòàâèìî çàì³íó (1.1.3) â äèôåðåíö³àëüíå 

ð³âíÿííÿ (1.1.1) é íàêëàäåìî äîäàòêîâ³ óìîâè. Ð³âíÿííÿ 
ïðèéìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

0=z ’’(x)+a z ’ (x)+b z(x)=
 =(Py(x)) ’’+a (Py(x)) ’ +b (Py(x))=
 =P ’’y(x)+2P ’y ’(x)+Py ’’(x)+a P ’y(x)+
   +a Py ’(x)+b Py(x)=0      (1.1.9)
Äëÿ îòðèìàííÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ìè 

ïîâèíí³ âèìàãàòè, ùîá çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó ïðè ïåðø³é 
ïîõ³äí³é ôóíêö³¿ y ’(x)  òîòîæíî äîð³âíþâàëî íóëþ äëÿ 
âñ³õ çíà÷åíü çì³ííî¿, à ñàìå:

y ’(x)  (2P ’+a ) 0  

2 2

1

1

i i

02

1

x
1
2

f (x)
f (x)
1

2

2
/
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1
4

2
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Îñê³ëüêè ñïî÷àòêó ìè ïðèïóñêàºìî, ùî ïî÷àòêîâå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (1.1.1) òà çàì³íà (1.1.3) íå 
âèðîäæåí³, ôóíêö³ÿ y ’(x)  íå ìîæå áóòè òîòîæíèì 
íóëåì. Òîìó ùî ³íàêøå y(x)=const é ïî÷àòêîâå ð³âíÿííÿ 
âèðîäæóºòüñÿ. Òîìó äëÿ ³ñíóâàííÿ çàì³íè ìè ïîâèíí³ 
âèìàãàòè òîòîæíî¿ ð³âíîñò³ íóëþ íàñòóïíîãî îòðèìàíîãî 
íàìè âèðàçó:

2P ’(x)+a (x)=0        (1.1.10)
Î÷åâèäíî, ùî ìè îòðèìàëè îäíîð³äíå äèôåðåíö³-

àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òàêèì ÷èíîì, çàâäàííÿ 
çâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ âèìàãàº ðîçâ’ÿçîê ïðîñòîãî ë³í³éíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (1.1.10).

Ç òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äîìî, ùî òàêèé 
ðîçâ’ÿçîê ³ñíóº é â³í ºäèíèé (ç òî÷í³ñòþ äî ìíîæíèêà-
êîíñòàíòè). ªäèí³ñòü öüîãî ðîçâ’ÿçêó äîâîäèòü ºäèí³ñòü 
³ñíóâàííÿ çàì³íè (1.1.3) ³ ºäèí³ñòü ñïîñîáó ïðèâåäåííÿ 
ð³âíÿííÿ (1.1.1) äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (1.1.2). Âîíî 
âèðàæàºòüñÿ:

P(x)=exp——a (x)dx      (1.1.11)
Áåçïîñåðåäíüî ï³äñòàâèâøè ñþäè çíà÷åííÿ a (x)   

â³äïîâ³äíî äî ââåäåíèõ íàìè ðàí³øå ïîçíà÷åíü (1.1.7), ìè 
îòðèìàºìî ôîðìóëó (1.1.4) äëÿ çàì³íè (1.1.3).

 Òàêèì ÷èíîì, ìè â ÿâí³é ôîðì³ âñòàíîâèëè çàì³íó, 
ÿêà â ð³âíÿíí³ (1.1.9) çàáåçïå÷óº íóëüîâèé ïîòåíö³àë 
ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é, òà äîâåëè ºäèí³ñòü òàêî¿ çàì³íè. 
Òåïåð çàïèøåìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ (1.1.9) áåç ïåðøîãî 
ïîòåíö³àëó:

P ’’y(x)+Py ’’(x)+a P ’y(x)+b Py(x)=0
Ïåðåãðóïóºìî ÷ëåíè ïðè îäíàêîâèõ ïîòåíö³àëàõ äëÿ 

îòðèìàííÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ÿâíî:

Py ’’(x)+(P ’’+a P ’+b P)y(x)=0

Àáî y ’’(x)+—y(x)=0     (1.1.12)  

x
1
2

P ’’+a P ’+b P
P

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ íóëüîâîãî ïîòåíö³àëó 
â ð³âíÿíí³ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ìîæíà âèðàçèòè ÿâíèì 
â³äíîøåííÿì: 

g(x)+ l =——    (1.1.5)

Òàêèì ÷èíîì, ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè â öå â³äíîøåííÿ 
çíà÷åíü (1.1.11), (1.1.7) ³ (1.1.8) îòðèìóºìî âèðàç: 

g(x)+ l =b (x) —— (a (x)+2a ’(x) )    (1.1.6)

Теорема доказана. Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè, îñê³ëüêè 
ð³âíÿííÿ º îäíîð³äíèì, ³ ºäèí³ñòü ïîäàííÿ ðîçóì³ºòüñÿ 
ñàìå â öüîìó ñåíñ³.

Примітка. Ó âèðàçàõ (1.1.5) ³ (1.1.6) ìè îòðèìóºìî 
íå ò³ëüêè äåÿêèé ïîòåíö³àë g(x) , àëå ³ êîíñòàíòó l , ÿêó 
ïî ìîæëèâîñò³ íåîáõ³äíî âèä³ëèòè îêðåìî. Öå âëàñíå 
çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ. 

Â³äì³òèìî, ùî ³ ïîòåíö³àë g(x) , ³ âëàñíå çíà÷åííÿ l 
ìîæóòü ïðèéìàòè áóäü-ÿêå äîâ³ëüíå (çîêðåìà é íóëüîâå) 
çíà÷åííÿ.

Íàÿâí³ñòü ïàðè íåâèðîäæåíèõ ð³øåíü, â³äïîâ³äíèõ 
äåÿêîìó íåíóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ l , äîçâîëèòü 
íàäàë³ çàñòîñîâóâàòè ñïðîùåíó ôîðìóëó äëÿ ïîáóäîâè 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ. Ö³ â³äíîøåííÿ áóäóòü ðîçãëÿíóò³ â Ïåðø³é áà-
çîâ³é òåîðåì³. Ñàìå âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îòðè-
ìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ (öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é).

ßêùî íåíóëüîâó êîíñòàíòó l  âèä³ëèòè íåìîæëèâî, 
ð³âíÿííÿ ìàº íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ l =0 , òî ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçê³â ìîæóòü áóòè îòðèìàí³ 
çà óçàãàëüíåíîþ (ñêëàäí³øîþ) ôîðìóë³ ïåðåòâîðåíü.  
Öåé óçàãàëüíåíèé âèïàäîê âèâ÷àºòüñÿ â Äðóã³é áàçîâ³é 
òåîðåì³ ïîáóäîâè ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.

Äëÿ çâåäåííÿ íåîäíîð³äíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ òàê ñàìî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìóëè Òåîðåìè 1.

P ’’(x)+a P ’(x)+b P(x)
P(x)

1
4

2
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§ 2. Отримання рекурентних відношень 
для розв’язків рівняння Штурма-Ліувіля 

з ненульовим власним значенням
Рекурентні відношення для однорідних 

диференціальних рівнянь другого порядку  
з ненульовим власним значенням.  

Перша базова теорема

Çâè÷àéí³ ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äðóãîãî 
ïîðÿäêó øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ 
ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 

Êð³ì òîãî, ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ â äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿííÿõ ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ïðè ¿õ 
àíàë³òè÷íîìó ð³øåíí³ ÷àñòî ïðèâîäèòü äî ð³âíÿíü âëàñíå 
òàêîãî ðîäó.

Ïðè âèð³øåíí³ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äîñèòü ÷àñòî 
äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ïîðÿäêó. Òîìó âàæëèâ³ñòü äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïåðøîãî ³ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ñó÷àñíî¿ ïðèêëàäíî¿ 
ìàòåìàòèêè íåçàïåðå÷íà, ³íòåðåñ äî íå¿ äîñë³äíèê³â  
äîñ³ íå çãàñàº.

²ñíóþòü ÷îòèðè îñíîâí³ çàãàëüíîïðèéíÿò³ ìåòîäè 
ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ìàþòü çì³íí³ 
êîåô³ö³ºíòè.

1. Ïðÿìå ÷èñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ (àíàë³òè÷íèé àáî 
ç âèêîðèñòàííÿì êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é). Öå ìîæå 
ïîòðåáóâàòè âåëèêî¿ ïðàö³ òà âèìàãàòè ñåðéîçíèõ çóñèëü, 
àëå ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïðîñòî íåìàº ³íøîãî âèáîðó.

2. Ðîçâ’ÿçàííÿ çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâèõ òà ³íøèõ 
ðÿä³â, ùî ñõîäÿòüñÿ (àáî çà îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì 
ôóíêö³é, â óçàãàëüíåíîìó ñåíñ³).

3. Øëÿõîì ï³äñòàíîâêè ³íòåãðàë³â ð³çíîãî âèãëÿäó.
4. Àñèìïòîòè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè ³ ðîçêëàäåííÿìè.
Àâòîð ïðîïîíóº ï’ÿòèé ñïîñ³á îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿç-

ê³â äëÿ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿä-
êó — ìåòîä ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

 

Éîãî çàñòîñóâàííÿ áóäå çä³éñíåíî äëÿ äîñë³äæåííÿ 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ ïðÿìîãî îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é.

Óêðàé åôåêòèâíèì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðåêóðåíò-
íèõ â³äíîøåíü º ñàìå ó òîìó âèïàäêó, êîëè íàì â³äîìèé 
îäèí ç äâîõ ÷àñòèííèõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.  
Â³í ìîæå áóòè îòðèìàíèé àáî àíàë³òè÷íî, àáî ç 
âèêîðèñòàííÿì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â.

Çà äîïîìîãîþ äàíîãî ìåòîäó ìîæóòü áóòè îòðèìàí³ 
áåçê³íå÷í³ ëàíöþæêè, ùî ë³í³éíèì ÷èíîì ïîâ’ÿçóþòü 
íåî÷åâèäí³ ðîçâ’ÿçêè ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
äðóãîãî ïîðÿäêó îäèí ç îäíèì, ³ çîêðåìà ðîçâ’ÿçêè 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.

Ó òåîð³¿ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é ³ ë³í³éíèõ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ÷àñòî ñòèêàþòüñÿ ç òèì, 
ùî îäèí ç äâîõ ÷àñòèííèõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ àáî î÷åâèäíèé, àáî äîñòàòíüî 
ëåãêî çíàõîäèòüñÿ. Ïðîòå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ öüîãî 
ðîçâ’ÿçêó ðàí³øå íå ðîçãëÿäàëîñÿ ³ ââàæàëîñÿ íå³ñòîòíèì 
çà çíà÷åííÿì.

Äëÿ ðîçâ’ÿçêó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ïîòð³áíå â³ä-
øóêàííÿ äðóãîãî ÷àñòèííîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî ðîçâ’ÿç-
êó, ùî ÷àñòî º íåî÷åâèäíèì. Ó íàéá³ëüø ñêëàäíèõ âèïàäêàõ 
öåé ðîçâ’ÿçîê íå ìîæå áóòè îòðèìàíèé êîìá³íàö³ºþ 
åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é. Òîìó â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â ïðîñ-
òèé ïåðøèé ÷àñòèííèé ë³í³éíî-íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ çàëèøàâñÿ ïîçà óâàãîþ.

Ó ìåòîä³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü îñíîâíà óâàãà ïðè-
ä³ëÿºòüñÿ ñàìå öüîìó ïðîñòîìó (î÷åâèäíîìó) ÷àñòèííîìó 
ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ. 

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè îäèí ç ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â 
àáî çàçäàëåã³äü â³äîìèé, àáî î÷åâèäíèé òà º òàêèì, ùî 
äîñòàòíüî ëåãêî çíàõîäèòüñÿ, äàíèé ìåòîä ìîæå áóòè ç 
óñï³õîì çàñòîñîâàíèé.

Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè ìåòîä ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü, ìè ñïî÷àòêó ïîâèíí³ çâåñòè íåâèðîäæåíå 
ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 
äî îêðåìîãî âèïàäêó — ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç 
âèêîðèñòàííÿì Òåîðåìè 1. Äàë³ ìè äîñë³äæóºìî îòðèìàíå 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.



Теорема 2. Перша базова теорема. Для розв’язку 
початкового рівняння Штурма-Ліувіля з невиродже- 
ним власним значенням l:   

y ’’(x)+g(x)y(x)=ly(x)       (1.2.1)
де g(x)— деяка функція змінного x 
та l— ненульове власне значення l=0
існує рекурентне відношення вигляду

z(x)=A(x)y(x) —y ’(x)       (1.2.2) 

де A(x)=—       (1.2.3)

виконується тотожність:  
A (x)+A ’(x)= —g(x)+m      (1.2.4)

Ми можемо записати відношення в іншій формі:  

z (x)= —j(x)——      (1.2.5) 

Функція j(x) є невиродженим ненульовим  
частинним  лінійно-незалежним розв’язком рівняння 
(1.2.1), можливо з іншим власним значенням — деякою 
константою m:

j’’(x)+g(x)j(x)=mj(x)       (1.2.6)
за умови  j(x)=cy(x) ,   где c=const
Рекурентне відношення вигляду (1.2.2) і (1.2.5) приво-

дить до результуючого рівняння Штурма-Ліувіля: 
z ’’(x)+q(x)z(x)=lz(x)       (1.2.7)
для якого виконується:
q(x)=g(x)+ 2A ’(x)       (1.2.8)
q(x)= —g(x) —2A (x)+2m     (1.2.9)
  14 15

/

j’(x)
j(x)

d
dx j(x)

y(x)

/

2

2

Ïðèì³òêà. Äëÿ ïîøóêó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü â 
ö³é òåîðåì³ ìè âèêîðèñòîâóºìî êëàñè÷íå ïåðåòâîðåííÿ 
Äàðáó (1.2.5). Ìè íå ïîâèíí³ âèêîðèñòîâóâàòè öþ òåîðåìó 
³ ïåðåòâîðåííÿ Äàðáó äëÿ âèðîäæåíîãî âèïàäêó, êîëè íå 
ìîæíà âèä³ëèòè íåíóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ l . 

Óìîâà íåâèðîäæóâàíîñò³ l  º ³ñòîòíîþ òà êðèòè÷íîþ 
ïðè äîêàç³ äàíî¿ òåîðåìè. Íàâ³òü ó òîìó âèïàäêó, êîëè 
ëàíöþæêè îòðèìàíèõ ð³âíÿíü

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      
ïðèâîäÿòü íàñ äî óìîâè  l  30  ïðè n3, 
ïîòð³áíî â³äìîâèòèñü â³ä âèêîíàííÿ ãðàíè÷íîãî 

ïåðåõîäó ïî l  . Äëÿ âèðîäæåíîãî âèïàäêó l=0 âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ ìîäèô³êîâàí³ ôîðìóëè òà â³äíîøåííÿ, ÿê³ 
áóäóòü ñòèñëî âèêëàäåí³ ó Âèñíîâêó.

Доказ. Ïðè ïðîâåäåíí³ äîêàçó ìè ââàæàºìî, ùî âñ³ 
íåîáõ³äí³ ïîõ³äí³ òà ³íòåãðàëè ³ñíóþòü ³ íå âèðîäæåí³. 
Âèêîíàºìî ë³í³éíó çàì³íó: 

z(x)=A(x)y(x)+B(x)y ’(x)       (1.2.10)
³ ï³äñòàâèìî ¿¿ â ðåçóëüòóþ÷å ð³âíÿííÿ

lz(x)=z ’’(x)+q(x)z(x)       (1.2.7)
Ìè îòðèìóºìî:

l(A(x)y(x)+B(x)y ’(x))=
=A ’’(x)y(x)+2A ’(x)y ’(x)+A(x)y ’’(x)+ 

+B ’’(x)y ’(x)+2B ’(x)y ’’(x)+B(x)y ’’’(x)+ 
+q(x)A(x)y(x)+q(x)B(x)y ’(x)      (1.2.11)

Çíà÷åííÿ y ’’(x)  î÷åâèäíî ç ð³âíÿííÿ (1.2.1):

y ’’(x)=(l-g(x))y(x)
Äëÿ òîãî, ùîá íàáóòè çíà÷åííÿ òðåòüî¿ ïîõ³äíî¿ 

y ’’’(x) , ìè ïîâèíí³ ïðîäèôåðåíö³þâàòè ïî÷àòêîâå ð³â-
íÿííÿ, ç ÿêîãî îòðèìóºìî:

y ’’’(x)=(l-g(x))y ’(x)-g ’(x)y(x)     (1.2.12)  

n n n n n

n

n
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Ï³äñòàâèìî îòðèìàí³ âèðàçè äëÿ äðóãî¿ òà òðåòüî¿ 
ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ y(x) , ùîá ïîçáóòèñÿ â³ä ïîõ³äíèõ 
ñòàðøîãî ïîðÿäêó â â³äíîøåíí³ (1.2.11)

l(A(x)y(x)+B(x)y ’(x))=
= A ’ ’ ( x ) y ( x ) + 2 A ’ ( x ) y ’ ( x ) + A ( x ) ( l - 

-g(x) )y(x)+B ’’(x)y ’(x)+2B ’(x) (l-g(x) )y(x)+ 
+ B ( x ) ( ( l - g ( x ) ) y ’ ( x ) - g ’ ( x ) y ( x ) ) + 
+q(x)A(x)y(x)+q(x)B(x)y ’(x)      (1.2.12)

Íàì íåîáõ³äíî çàáåçïå÷èòè òîòîæíó ð³âí³ñòü 
(1.2.12) äëÿ âñ³õ çíà÷åíü çì³ííî¿ x , äëÿ ÿêèõ ðîçâ’ÿçîê 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ³ñíóº. Öå çàáåçïå÷óºòüñÿ 
òîòîæíîþ ð³âí³ñòþ ïîòåíö³àë³â:

ly(x)     A(x)=A(x)+2B ’(x)       (1.2.13)
ly ’(x)    B(x)=B(x)  — òîòîæí³ñòü >x 

y(x)      0=A ’’(x)-g(x)A(x)-2g(x)B ’(x)-
          -g ’(x)B(x)+q(x)A(x)
y ’(x)      0=2A ’(x)+B ’’(x)-g(x)B(x)+q(x)B(x)

Ïðè ðîçãëÿä³ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ìè ââàæàëè, 
ùî âëàñíå çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî ð³âíÿííÿ íåâèðîäæåíå, 
òîáòî l=0 . 

Äàíà âèìîãà º ³ñòîòíîþ ïðè äîâåäåííÿ ö³º¿ òåîðåìè, 
îñê³ëüêè äîçâîëÿº íàêëàñòè äóæå æîðñòêó äîäàòêîâó 
óìîâó ³ òîìó ÿâíî îòðèìàòè çíà÷åííÿ B(x) .

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ òîòîæíî¿ ð³âíîñò³ ïîòåíö³àëó 
ïðè ly(x) , äå l íåâèðîäæåíèé, íåîáõ³äíî âèìàãàòè,  
ùîá B ’(x)=0 ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ x . 

Ìè îòðèìàëè çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêå ìàº ÿâíèé ðîçâ’ÿçîê, ùî äîð³âíþº 
êîíñòàíò³ ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ x :

B ’(x)=0 ^ B(x)=с,   äå с=const     (1.2.14)
>x , íà ÿêèõ ðîçâ’ÿçîê ïî÷àòêîâîãî ð³âíÿííÿ Øòóð-

ìà-Ë³óâ³ëÿ âèçíà÷åíèé òà ³ñíóº.

/

Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (1.2.14) îäíîð³äíå, òî ºäèí³ñòü  
éîãî ðîçâ’ÿçêó ïðèéìàºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî äåÿêî¿ 
êîíñòàíòè, òîìó íàäàë³ ìè ìîæåìî âèáðàòè çðó÷íå äëÿ 
íàñ ¿¿ çíà÷åííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìó ð³âíÿíü (1.2.13) 
ìîæíà ñïðîñòèòè ³ çàïèñàòè ó âèãëÿä³: 

y(x)      0=A ’’(x)+A(x) (q(x)-g(x))-сg ’(x)
y ’(x)      0=2A ’(x)+с(q(x)-g(x))      (1.2.15)

äå с  — äåÿêà äîâ³ëüíà íåíóëüîâà êîíñòàíòà.
Ìè îòðèìàëè ñèñòåìó ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 

ð³âíÿíü â³äíîñíî äâîõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é îäíîãî çì³í-
íîãî: A(x)  òà q(x) . Ð³âíÿííÿ â îäíîð³äí³é ñèñòåì³ ð³âíÿíü 
(1.2.15)  ë³í³éíî-íåçàëåæí³, ðîçâ’ÿçîê ³ñíóº ³ â³í ºäèíèé ç 
òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè.

Âèð³øåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü (1.2.15), âèðàçèâ çíà÷åííÿ 
íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ q(x) , ÿêà âõîäèòü â ñèñòåìó ÿâíî áåç 
ñâî¿õ ïîõ³äíèõ:   

y(x)      g(x)+(сg ’(x)-A ’’(x)) /A(x)=q(x)
y ’(x)      g(x)-2A ’(x) /с=q(x)      (1.2.16)

Â³äí³ìåìî â³ä ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (1.2.16) äðóãå 
ð³âíÿííÿ, âèêëþ÷èâøè q(x) , îòðèìàºìî îäíå ð³âíÿííÿ:

(сg ’(x)-A ’’(x)) /A(x)+2A ’(x) /с=0
Ìè ïîâèíí³ ïðèïóñòèòè, ùî ïîòåíö³àë A(x)  òîòîæ-

íî íå âèðîäæóºòüñÿ â íóëü äëÿ âñ³õ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ 
x . ²íàêøå ìè íå çìîæåìî ïîáóäóâàòè íåâèðîäæåíå 
ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìóºìî 
ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ A(x) : 

с g ’(x)-сA ’’(x)+2A ’(x)A(x)=0     (1.2.17)
Öå ð³âíÿííÿ º êëàñè÷íèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³â-

íÿííÿì, ÿêå ìîæå áóòè ëåãêî âèð³øåíå â ÿâí³é ôîðì³ ç 
âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ³íòåãðàö³¿ ïî ÷àñòèíàõ. Ïåðåïè-
øåìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ (1.2.17) â åêâ³âàëåíòí³é ôîð-
ìàëüí³é ôîðì³:

—(с g(x)-сA ’(x))+—(A (x))=0     (1.2.18)

2

d
dx

d
dx

22
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Ôîðìàëüíî ïðî³íòåãðóºìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ ïî 
çì³íí³é x  ³ îòðèìàºìî:

с g(x)-сA ’(x)+A (x)=m      (1.2.19)
äå m — äåÿêà äîâ³ëüíà êîíñòàíòà.
Îñê³ëüêè êîíñòàíòà, ùî âõîäèòü äî ð³âíÿííÿ, ÷åðåç 

éîãî îäíîð³äí³ñòü (1.2.14) º äîâ³ëüíîþ, ìè ìîæåìî âèáðà-
òè òàêå ¿¿ çíà÷åííÿ, ùîá

|с |=1 ³ â³äïîâ³äíî  с =1 , с=1     (1.2.20)
Òîìó ð³âíÿííÿ (1.2.19) áóäå çàïèñàíî ó âèãëÿä³:

A (x)-сA ’(x)=m-g(x)       (1.2.2 1)
Ìè îòðèìàëè íåë³í³éíå íåîäíîð³äíå äèôåðåíö³àëü-

íå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Âèêîðèñòàºìî ìåòîä çàì³íè 
çì³ííèõ ³ ïîêëàäåìî 

A(x)=—    äå j(x)— ôóíêö³ÿ    (1.2.3) 

Ï³äñòàâèìî çàì³íó â ð³âíÿííÿ (1.2.21) ³ îòðèìàºìî: 

— -с——=m-g(x)

Ï³ñëÿ ñïðîùåííÿ îòðèìóºìî íàñòóïíå ð³âíÿííÿ:

-сj’’(x)=j(x)(m-g(x))
Âèõîäÿ÷è ç ïîëîæåííÿ (1.2.20) ³ ïîêëàâøè с=-1 , 

ìè îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç ïî÷àòêîâèì 
ïîòåíö³àëîì g(x)  ³ âëàñíèì çíà÷åííÿì m:

j’’(x)+g(x)j(x)=mj(x)       (1.2.6)
ßê ãîâîðèëîñÿ ðàí³øå, ³ñíóº ö³ëèé êëàñ ë³í³éíèõ 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, äëÿ ÿêèõ ìîæíà 
äîñòàòíüî ëåãêî çíàéòè î÷åâèäíèé ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê, 
ÿêèé ñàì ïî ñîá³ íå ìàº ïðàêòè÷íîãî çíà÷åííÿ. Ïðîñòèé 
ðîçâ’ÿçîê òàêîæ ìîæå áóòè çàäàíèé çàçäàëåã³äü.

Ð³âíÿííÿ (1.2.6) ïîêàçóº, ùî äëÿ ïîáóäîâè ðåêóðåíò-
íèõ â³äíîøåíü íåî÷åâèäíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ íåîáõ³äíî çíàòè äðóãèé (ïðîñòèé ³ î÷åâèäíèé)

2 2

2

2

j’(x)
j(x)

2j’(x)
j(x) j (x)

j’’(x)j(x)-j’(x)j’(x)
2

ðîçâ’ÿçîê äàíîãî ð³âíÿííÿ ç ³íøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì  
m, ìîæëèâî â³äì³ííèé â³ä l . 

ßêùî ìè çíàºìî òàêèé ðîçâ’ÿçîê â ÿâí³é ôîðì³, òî 
ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ ìîæå áóòè ºäèíèì ÷èíîì çàïè-
ñàíî ó ôîðì³

z(x)=A(x)y(x) —y ’(x)       (1.2.2) 

àáî z(x)=—y(x) —y ’(x)      (1.2.22)

Äàíå ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ º ïåðåòâîðåííÿì Äàðáó 
äëÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ. Âîíî ìîæå áóòè çàïèñàíå 
ó ôîðì³ îïåðàòîðà (1.2.5).

Â õîä³ äîêàçó òàêîæ áóëè îòðèìàí³ â³äïîâ³äí³ 
ð³âíÿííÿ (1.2.4), ùî ïîâ’ÿçóâàëè, (1.2.8) ³ (1.2.9) äëÿ q(x) . 
Òàêèì ÷èíîì, теорема доказана.

Â³äçíà÷èìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ ÷àñòèííîãî íåçà-
ëåæíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ â ÿâí³é ôîðì³ º íàäì³ðíîþ 
âèìîãîþ ³ ìîæå áóòè ³ñòîòíî îñëàáëåíå — òîìó ùî äëÿ 
ïîøóêó â ÿâí³é ôîðì³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äîñòàòíüî 
ëèøå âèð³øèòè íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
ïåðøîãî ïîðÿäêó:

A (x)+A ’(x)= —g(x)+m      (1.2.4)
ç äåÿêîþ äîâ³ëüíîþ êîíñòàíòîþ m. 
ßêùî âäàñòüñÿ îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê öüîãî íåë³í³éíîãî 

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â ÿâí³é 
ôîðì³, òî ïîøóê îäèí ç äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ïî÷àòêîâîãî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç íåâèðîäæåíèì 
âëàñíèì çíà÷åííÿì º çîâñ³ì íåîáîâ’ÿçêîâèì.

²ñíóâàííÿ é íåâèðîäæåí³ñòü âñ³õ ïîõ³äíèõ ³ ³íòåãðàë³â, 
íåîáõ³äíèõ äëÿ êîðåêòíîãî âèêëàäó ³ äîâåäåííÿ òåîðåìè 
2, ïîâèíí³ áóòè îêðåìî äîâåäåí³ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî 
âèïàäêó ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2, îñê³ëüêè 
â õîä³ äîêàçó ïåðåäáà÷àëîñÿ ³ñíóâàííÿ ³ íåâèðîäæåí³ñòü 
öèõ ïîõ³äíèõ òà ³íòåãðàë³â â çàãàëüíîìó ñåíñ³.

Ùîá îòðèìàòè ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ îäíîð³ä-
íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, çà 
äîïîìîãîþ òåîðåìè 1 ¿õ ñïî÷àòêó íåîáõ³äíî çâåñòè äî 
âèãëÿäó (1.2.1).  

j’(x)
j(x)

2
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§ 3. Гамма-функція Ейлера, короткий огляд

Çàðàç ìè â³äâåðíåìîñÿ â³ä òåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äëÿ êîðîòêîãî îïèñó ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà, 
ùî áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ïðåäñòàâëåíí³ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà º óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ 
ôàêòîð³àëó, ïîøèðåíîãî ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íà âåñü 
÷èñëîâèé ðÿä. Â³äîìî, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 
ôàêòîð³àë îïèñóºòüñÿ â³äíîøåííÿì:

n!=n •(n —1 ) •(n —2 )  . . .  •3 •2 •1      (1.3.1)
Äëÿ ôàêòîð³àëó âèêîíóºòüñÿ îñíîâíå ðåêóðåíòíå 

â³äíîøåííÿ:

n!=n •(n —1 )!          (1.3.2)
Ãàììà-ôóíêö³ºþ Åéëåðà íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðàë Åé-

ëåðà II ðîäó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóºòüñÿ àíàëîã³÷íå ðåêóðåí-
òíå â³äíîøåííÿ:

(u+1 )=u(u)         (1.3.3)
Äëÿ âñ³õ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n âèêîíóºòüñÿ:

(n+1 )=n!  òà  (1 )=1      (1.3.4)
Ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà äëÿ çì³ííèõ t  ³ ä³éñíèõ òà 

êîìïëåêñíèõ ïàðàìåòð³â u âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç íåâëàñ-
íèé ³íòåãðàë, ÿêèé ñõîäèòüñÿ, ³ â³äíîøåííÿ:

(u+1 )= e t dt         (1.3.5)

(u)= lim  ——       (1.3.6)

(u) •(1 —u)=p / sin pu      (1.3.7)
  
 

u-t
0



m3
m!m

u (u+1 ) . . . (u+m)

Ð î ç ä ³ ë  II
Ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 

òà ³íø³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿

§ 1. Рекурентні відношення для функцій  
Беселя

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíå îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
äå  — äåÿêà êîíñòàíòà (ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ 

êîíñòàíòà íåíåãàòèâíà l0 ), à y(x)  — ôóíêö³ÿ.
Öå ð³âíÿííÿ íå ³íòåãðóºòüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åíí³ 

ïàðàìåòðà   çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é. Ìè 
ðîçãëÿäàòèìåìî ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ÿê ñàìîñò³éí³ 
ôóíêö³¿ àðãóìåíòó x . Ö³ ôóíêö³¿, çàëåæí³ â³ä çì³íí³é 
x  ³ ïàðàìåòðà  , íàçèâàþòüñÿ ôóíêö³ÿìè Áåñåëÿ àáî 
öèë³íäðîâèìè ôóíêö³ÿìè, à ð³âíÿííÿ (2.1.1) íàçèâàºòüñÿ 
êëàñè÷íèì ð³âíÿííÿì Áåñåëÿ.

Ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ òàêîæ çàïèñóºòüñÿ ó ôîðì³:

z ’’(x)+— z ’(x)  +  1— —  z(x)  = 0     (2.1.2)
Âèâ÷àþ÷è ð³âíÿííÿ (2.1.2), ìîæíà â³äçíà÷èòè, ùî 

éîãî êîåô³ö³ºíòè áåçïåðåðâí³ óñþäè, îêð³ì òî÷êè x=0 , à 
ñàìî ð³âíÿííÿ — íåâèðîäæåíå ë³í³éíå.

Áàãàòî ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ðîçâ’ÿçîê ÿêèõ ïîâ’ÿçàíèé 
ç ð³âíÿííÿìè Ëàïëàñà, õâèëåâèìè ð³âíÿííÿìè, ð³âíÿííÿìè 
òåïëîïðîâ³äíîñò³, ñèñòåìàìè õâèëüîâèõ ð³âíÿíü â 
ñôåðè÷íèõ, êîí³÷íèõ ³ öèë³íäðîâèõ êîîðäèíàòàõ, äåÿê³ 
³íø³ ð³âíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ïðè ðîçä³ëåíí³ 
çì³ííèõ ïðèâîäèòü äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ öèë³íäðîâèõ 
ôóíêö³é ä³éñíîãî ³ êîìïëåêñíîãî çì³ííîãî.

Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ïðîäîâæóþòü ïðèâåðòàòè äî ñåáå 
óâàãó äîñë³äíèê³â, îñê³ëüêè ïðè ðîçêëàäåíí³ â ðÿä ïî íèì 
çàáåçïå÷óþòü øâèäêó ³ êîðåêòíó çá³æí³ñòü. Âîíè àêòèâíî 
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñüîãîäí³.

2 2 2

x x
1 2

2

u
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Ó öüîìó ðîçä³ë³ ìè îòðèìàºìî êëàñè÷í³ ðåêóðåí- 
òí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç ïîçèòèâíèì 
ïàðàìåòðîì  , âèõîäÿ÷è ò³ëüêè ³ç çàãàëüíîãî âèäó ð³â-
íÿííÿ Áåñåëÿ. Äëÿ öüîãî ìè çâåäåìî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1, à 
ïîò³ì ÿâíî çàïèøåìî ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ çà äîïîìîãîþ 
òåîðåìè 2 (Ïåðøî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè).

Ïîçíà÷èìî  (x)îáìåæåíèé â íóë³ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿí-
íÿ Áåñåëÿ, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ºþ Áåñåëÿ, äå  

lim| (x)|< è  l0      (2.1.3)

Лема 1. Класичне рівняння Беселя вигляду
x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)
може бути приведено до рівняння Штурма-Ліувіля

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

за допомогою заміни виду:   y (x)=  x(x)    (2.1.6)

Доказ. Çàñòîñóºìî òåîðåìó 1, ÿêà çâîäèòü çâè÷àéíå 
îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, 
îêðåìèì âèïàäêîì ÿêîãî º ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, äî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.

f (x)z ’’(x)+f (x)z ’ (x)+f (x)z(x)=0    (1.1.1)

äå   z(x)= (x)— ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ

é f (x)=x ,  f (x)=x , f (x)=x —      (2.1.7)
Ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ìàòèìå âèãëÿä:

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      (2.1.8)
Â³äïîâ³äíî äî (1.1.3) ³ (1.1.4) çàì³íà ïðèéìå âèãëÿä:

 (x)= P (x)y (x) ,  ãäå P(x)=exp———dx

x

2 2 2

—1 /2 +1 /2 
2 —

  

 











x30

1 02



2

2

1 0

2 2

    

   
1
2 x

1

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñ³õ çíà÷åíü ïàðàìåòðà V ìè 
îòðèìàºìî â³äíîøåííÿ âèãëÿäó:

 P (x)=1   x    äëÿ > 
ÿêå äîçâîëÿº îòðèìàòè çàì³íó (2.1.6) â ÿâíîìó 

âèãëÿä³. Â³äïîâ³äí³ ïîòåíö³àë ³ âëàñíå çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (1.1.2) âèðàæàºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.1.5) ç 
óðàõóâàííÿì ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åíü (1.1.7) ³ (1.1.8):

a (x)=f (x)/ f (x)=1 /x

b (x)=f (x)/ f (x)=1—  /x

Òîä³  g (x)+ l =b (x)— — (a (x)+2a ’(x) )

=1—  /x  — (1 /x +2 (1 /x )’ ) /4

Çâ³äñè g (x)+ l =1—  /x  +1 /4x     (2.1.9)

àáî g (x)+ l =1— ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x

Ìè îòðèìàëè ïîòåíö³àë ³ âëàñíå çíà÷åííÿ äëÿ 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (2.1.5), äî ÿêîãî çà äîïîìîãîþ 
çàì³íè (2.1.6) ìè çâåëè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (2.1.4), 
âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, äîâåäåíó â ðîçä³ë³ I.

Â³äíîøåííÿ (2.1.9) îäíîçíà÷íî äîçâîëÿº âèä³ëèòè 
íåíóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ l , ùî äîð³âíþº —1 ïðè âñ³õ 
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà > , ³ ïîòåíö³àëó:

g (x)= —( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x , l = —1   (2.1.10)
Ìè çâåëè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (2.1.4) äî ð³âíÿííÿ 

Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç íåâèðîäæåíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, ùî 
äîçâîëÿº çàñòîñóâàòè òåîðåìó 2. Лема доказана.

Äëÿ ôóíêö³é ³ñíóþòü çàëåæíîñò³:

y (x)=x  (x)    è  (x)=x   y (x)      (2.1.11)
³ êîåô³ö³ºíòè öèõ â³äíîøåíü ïðîñò³ (åëåìåíòàðí³ 

ñòåïåíåâ³ ôóíêö³¿).



x

—

1 2

0 2




2 2

 
1
4

2

  

2 2 2

 
2 2 2

 
2




2



1/2 -1/2

   
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Â³äçíà÷èìî, ùî â äîêàç³ ïðè âèä³ëåíí³ íåíóëüîâîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ ìè íå âèêîðèñòîâóâàëè 
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà  . Ìîæíà òàêîæ â³äçíà÷èòè, ùî ïðè 
ïàðàìåòðàõ   ³ —  ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ º 
íåçì³ííèì. Òîìó äëÿ çðó÷íîñò³ ìè ââàæàºìî, ùî çíà÷åííÿ 
ïàðàìåòðà   â ïîäàëüøèõ âèêëàäàõ çàâæäè íåíåãàòèâíå 
(ïîçèòèâíå àáî íóëü).

Îòðèìàíå â ëåì³ 1 ð³âíÿííÿ (2.1.5) ç íåâèðîäæåíèìè 
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè äîçâîëÿº íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 
2 (Ïåðøî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè) ÿâíî âèïèñàòè êëàñè÷í³ 
ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçê³â äîïîì³æíîãî 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (2.1.5) ³ êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ (2.1.4).

Теорема 3. Для класичних рівнянь Беселя:
x  ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)
з ненегативним параметром  l0 та     (2.1.3)
обмеженими в нулі розв’язками    lim| (x)|<
існують рекурентні відношення вигляду:

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)
і ці відношення можуть бути явно отримані, вихо-

дячи із загального виду класичного рівняння Беселя.
Доказ. Çàñòîñóºìî òåîðåìó 2 äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-

Ë³óâ³ëÿ, äî ÿêîãî áóëî çâåäåíî êëàñè÷íå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
â ëåì³ 1:

y ’’(x)+g (x)y (x)=l y (x)      (2.1.8)

äå  g (x)= —( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x
   l = —1   äëÿ l0      (2.1.10)
Äëÿ îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ñêîðèñòà-

ºìîñÿ îñëàáëåíîþ óìîâîþ òåîðåìè 2:

A (x)+A ’(x)= —g (x)+m      (1.2.4)
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äå m — äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà ìîæå áóòè äîâ³ëüíî 
çàäàíà ³ ÿêà íå ñï³âïàäàº ç âëàñíèì çíà÷åííÿì (2.1.10) 
áàçîâîãî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.

Ìè îòðèìàëè íàñòóïíå íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó:

A (x)+A ’(x)= ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x +m
ßêùî ìè ïîêëàäåìî m=0 , òî öå ð³âíÿííÿ ëåãêî â 

ÿâíîìó âèãëÿä³ âèð³øóºòüñÿ â åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³ÿõ:

A (x)+A ’(x)= ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x 
Âèêîðèñòàºìî ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â.

ßêùî A(x)=w /x , äå w— äåÿêà ïîñò³éíà, òî ï³ñëÿ 
ï³äñòàíîâêè ìè îòðèìàºìî âèðàç:

w /x — w /x = ( — 1 /2 ) ( +1 /2 ) /x 
Çâ³äñè:  w — w + (1 /4—  ) =0
Î÷åâèäíî, äàíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 

ïîðÿäêó ìàº äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè, â³äïî-
â³äíèõ ïàð³ w :

A(x)= (1 /2+ ) /x         (2.1.14)
A (x)= (1 /2—  ) /x         (2.1.15)
Ìè äîâåëè ³ñíóâàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ç 

íåâèðîäæåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ùî ìàþòü îñîáëèâ³ñòü 
â íóë³:

z(x)=A(x)y (x) —y ’(x)       (1.2.2)
Â³äçíà÷èìî, ùî äëÿ îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíî-

øåíü íå ïîòð³áíî çíàòè ùå îäèí ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóð- 
ìà-Ë³óâ³ëÿ, îñê³ëüêè ìè îòðèìàëè âñ³ çíà÷åííÿ ïîòåíö³àë³â 
äëÿ ïàðè ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî, ÿê³ ïîòåíö³àëè ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ 
ìîæóòü áóòè îòðèìàí³, âèõîäÿ÷è äëÿ äàíèõ â³äíîøåíü. 
Ìè îòðèìàëè íîâå ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ:

z ’’(x)+q(x)z(x)=l z(x)       (1.2.7)
ãäå q(x)=g (x)+2A ’(x)       (1.2.8)
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ßêùî ìè ï³äñòàâèìî îòðèìàí³ â³äíîøåííÿ (2.1.14) ³ 
(2.1.15) äëÿ A (x) ) ó â³äíîøåííÿ (1.2.8), ìè îòðèìàºìî ïàðó 
ïîòåíö³àë³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ:

q(x)= —( +1 /2 ) ( +3 /2 ) /x       (2.1.16)
q(x)= —( — 1 /2 ) ( — 3 /2 ) /x       (2.1.17)
Çíà÷åííÿ öüîãî ïîòåíö³àëó (2.1.16) ïîâí³ñòþ ñï³âïà-

äàº ³ç çíà÷åííÿì ïîòåíö³àëó ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ 
(2.1.8), â³äïîâ³äíîãî êëàñè÷íîìó ð³âíÿííþ Áåñåëÿ ç ïàðà- 
ìåòðîì (+1 ) 

g (x)= —( +1 /2 ) ( +3 /2 ) /x       (2.1.18)
Öå âèêîíóºòüñÿ äëÿ ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ:

z(x)=y (x)=A (x)y (x) —y ’(x)     (2.1.19)
äå  A (x)= ( +1 /2 ) /x         (2.1.14)
Àíàëîã³÷íî ïîòåíö³àë (2.1.17) ñï³âïàäàº ç ïîòåíö³à-

ëîì, â³äïîâ³äíèì ïàðàìåòðó (— 1 )) äëÿ ð³âíÿííÿ (2.1.8)

g (x)= —( — 1 /2 ) ( — 3 /2 ) /x      (2.1.20)
Öå âèêîíóºòüñÿ äëÿ ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ:

z (x)=y (x)=A (x)y (x)— y ’(x)     (2.1.21)
äå  A (x)= —( — 1 /2 ) /x        (2.1.15)
Ìè îòðèìàëè ïàðó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü (2.1.19) ³ 

(2.1.21). ×åðåç îäíîð³äí³ñòü ïî÷àòêîâîãî ³ ðåçóëüòóþ÷îãî 
ð³âíÿíü îòðèìàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü 
ðîçâ’ÿçêè ìîæóòü â³äð³çíÿòèñÿ îäèí â³ä îäíîãî íà 
êîíñòàíòó. Çíàéäåìî ¿¿ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ 
ñòðîãî â³äïîâ³äàëè îäèí îäíîìó.

Ïåðåïèøåìî (2.1.21) äëÿ ïàðàìåòðà (+1 )

y (x)=A (x)y (x)— y ’(x)      (2.1.22)
äå  A (x)= (—1 /2—  ) /x       (2.1.23) 
×åðåç îäíîð³äí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ

y (x)=сy (x) , äå с  — êîíñòàíòà      (2.1.24)
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Ï³äñòàâèâøè (2.1.24) ó (2.1.22), îòðèìàºìî:

y (x)=сy (x)=A (x)y (x)— y ’(x)
Âèêîðèñòàºìî âèðàç (2.1.19) ³ ï³äñòàâèìî éîãî â îòðè-

ìàíå â³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíòè с :
сy (x)=A (x)A (x)y (x)— y ’(x)—
   — A ’(x)y (x)+A (x)y ’(x)— y ’’(x)
Â³äïîâ³äíî äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (2.1.8) ³ 

(2.1.9) ï³äñòàâèìî çíà÷åííÿ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿, ñïðîñòèìî 
îòðèìàíèé âèðàç ³ îòðèìàºìî òîòîæí³ñòü:

y (x)      с=A (x)A (x)— A ’(x)— g (x)+l

y ’(x)      0=A (x)— A (x)  — öå òîòîæí³ñòü

Ñïðîñòèâøè âèðàç, îòðèìóºìî  с=l = —1  (2.1.25)
Òàêèì ÷èíîì,   y (x)= —y (x)
Ìè îòðèìàëè ïàðó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, êîòð³ 

çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííþ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, äî ÿêîãî ïðè-
âîäèòüñÿ êëàñè÷íå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ³ öÿ ïàðà ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü çàáåçïå÷óº âçàºìíî-îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (2.1.8)

y (x)=—y (x)— y ’(x)      (2.1.26)

y (x)=—y (x)+y ’(x)      (2.1.27)

Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ëåìè 1 é ï³äñòàâèâ 
âèðàç (2.1.11), ùî ÿâíî çâ’ÿçóº ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ ³ â³äïîâ³äí³ íèì ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, 
ï³ñëÿ ñïðîùåííÿ âèðàç³â îòðèìàºìî êëàñè÷í³ ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ, ùî çâ’ÿçóþòü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ (2.1.12) ³ (2.1.13) 
â òåîðåì³ 3. Теорема доказана.

Â³äîì³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ 
áóëè îòðèìàí³ ñóòî ïðèðîäí³ì øëÿõîì, âèõîäÿ÷è âèêëþ÷íî 
³ç çàãàëüíîãî âèäó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.
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Ìè äîâåëè ³ñíóâàííÿ ëàíöþæê³â ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ, ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ, â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííþ Áåñåëÿ ç íåâèðîäæåíèìè 
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, òà Ïåðøîþ áàçîâîþ òåîðåìîþ 
(òåîðåìîþ 2). Ìè ñêîðèñòàëèñÿ äåùî îñëàáëåíèìè óìî-
âàìè ³ íå øóêàëè äðóãèé ÷àñòèííèé ë³í³éíî-íåçàëåæíèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ç ³íøèìè âëàñíèìè 
çíà÷åííÿìè, íå â³äïîâ³äíèìè ôóíêö³ÿì ³ ð³âíÿííþ 
Áåñåëÿ.

Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2 çâåëîñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ 
ïðîñòîãî íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ïîðÿäêó, ÿêèé áóâ îòðèìàíèé â åëåìåíòàðíèõ ñòåïåíåâèõ 
ôóíêö³ÿõ ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â.

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.1.4)

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)

Î÷åâèäíî, ùî îòðèìàí³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ 
äîçâîëÿþòü åëåìåíòàðíî âèïèñàòè ùå îäíó ïàðó 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, ïîâ’ÿçóþ÷³ òðè ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, 
ÿêùî ñêëàäàòè àáî â³äí³ìàòè îòðèìàí³ âèðàçè:

2’(x)= (x) — (x)       (2.1.28)

 (x) — 2— (x)+ (x)=0      (2.1.29)

Ïàðàìåòð  äëÿ ð³âíÿííÿ ³ ôóíêö³é Áåñåëÿ ïðèé-
íÿòî íàçèâàòè ³íäåêñîì ôóíêö³é Áåñåëÿ. 

Ö³ ôóíêö³¿ â ë³òåðàòóð³ òàêîæ ïðèéíÿòî íàçèâàòè 
ôóíêö³ÿìè Áåñåëÿ 1 ðîäó.
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§ 2. Функції Беселя з напівцілим індексом

Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì (ïîðÿäîê 
ÿêèõ ð³âíèé ö³ëîìó ÷èñëó ç ïîëîâèíîþ) ïðèì³òí³ òèì, ùî 
äëÿ íèõ ìîæå áóòè âèïèñàíèé âèðàç ÷åðåç åëåìåíòàðí³ 
òðèãîíîìåòðè÷í³ òà ñòåïåíåâ³ ôóíêö³¿ â ÿâíîìó âèãëÿä³, 
à íå ó ôîðì³ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü. Öåé äîêàç áóâ 
ïðèâåäåíèé ùå Åéëåðîì, âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíîãî âèäó 
ðîçêëàäåíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ âëàñòèâîñòåé 
ãàììà-ôóíêö³é Åéëåðà.

Âèêîðèñòàºìî íîâèé ï³äõ³ä. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 
ïàðàìåòðà   (³íäåêñó ôóíêö³é Áåñåëÿ), ïðè ÿêîìó

 =n+1 /2    ïðè n — öåëûå ÷èñëà     (2.2.1)
Ñêîðèñòàºìîñÿ îòðèìàíèìè ðåêóðåíòíèìè â³äíî-

øåííÿìè äëÿ ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü Áåñåëÿ ç 
íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì â ÿâíîìó âèãëÿä³. Äëÿ íàï³âö³ëîãî 
³íäåêñó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ â³äïîâ³äíå éîìó ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ â³äïîâ³äíî äî ëåìè 1 ïðèéìå âèãëÿä:

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.2.2)

y ’’(x)——y (x)= —y (x)      (2.2.3)

y (x)=  x (x) ãäå  =n+1 /2     (2.2.4)

Ðîçãëÿäàþ÷è íàâåäåíå ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ 
(2.2.3), ëåãêî â³äçíà÷èòè, ùî ïðè íóëüîâîìó çíà÷åíí³ 
³íäåêñó n ð³âíÿííÿ âèðîäæóºòüñÿ â åëåìåíòàðíå:

y ’’(x)= —y (x)  ïðè n=0 è =1 /2     (2.2.5)
Çâåäåííÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ äî ïðîñòîãî ð³âíÿííÿ âèã- 

ëÿäó (2.2.5) ïðè n=0 îäíîçíà÷íî òà ÿâíî äîçâîëÿº â³äðàçó 
æå îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ òà 
â³äïîâ³äíîãî éîìó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ó âèãëÿä³ ïàðè ë³í³éíî-
íåçàëåæíèõ ð³øåíü, âèðàæåíèõ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷í³ òà 
ñòåïåíåâ³ (åëåìåíòàðí³) ôóíêö³¿. 
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (2.2.5) ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿä³

y (x)=g sin x +h cos x      (2.2.6)
äå  g  òà h  — äåÿê³ äîâ³ëüí³ êîíñòàíòè.
Â³äïîâ³äíî äî ëåìè 1 ³ (2.2.4) çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì =1 /2 ìîæå áóòè 
çàïèñàíèé ó âèãëÿä³:

  (x)=g sin x +h cos x x     (2.2.7)
Ïðîâîäÿ÷è ì³ðêóâàííÿ â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³, ìè 

ïðèïóñêàëè, ùî äàí³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç äîâ³ëüíèì ³íäåêñîì 
íå ìàþòü â íóë³ îñîáëèâîñò³ òà ìàþòü îáìåæåíèé â íóë³ 
ðîçâ’ÿçîê. Ùîá óìîâà (2.1.3) âèêîíóâàëàñÿ, ìè ïîâèíí³ 
âèìàãàòè:

lim|  (x)|<       (2.2.8) 
Ò³ëüêè çà óìîâè h =0 ìè îòðèìàºìî

lim|  (x)|= lim|g sin x x|<

Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â íóë³ ñêëàäå 

lim  (x)= g   x =0     ïðè h =0    (2.2.9) 
Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî îáìåæåíèé â íóë³ 

ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ 1 ðîäó 
äëÿ íàï³âö³ëîãî ³íäåêñó =1 /2 ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà 
â ÿâíîìó âèãëÿä³ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷í³ òà ñòåïåíåâ³ 
ôóíêö³¿:

  (x)=g sin x x      (2.2.10)
Ó òåîðåì³ 3 áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ îáìåæåíèõ â 

íóë³ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ñíóþòü ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ, 
ùî çâ’ÿçóþòü ö³ ôóíêö³¿, é ö³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ 
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ (ñòåïåíåâ³) ôóíêö³¿ òà 
ïåðøó ïîõ³äíó.

 (x)=— (x)—’(x)  ãäå  =n+1 /2   (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)  ãäå  =n+1 /2   (2.1.13)

0 0 0

0 0

1/2

—
0 0

1/2x30

0

1/2x30 x30 0

—

x30 1/2 0

—
0

1/2

—
0

+1

 —1









x

x





ßêùî ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ (2.2.10) ç íàï³âö³ëèì ³íäåê-
ñîì îáìåæåíà íà ÷èñëîâ³é îñ³ òà âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç 
åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿ (ñòåïåíåâ³ òà òðèãîíîìåòðè÷í³), òî 
³ ïåðøà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ñíóº ³ òàêîæ âèðàæà-
þòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿.

Íà ï³äñòàâ³ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â âèðàçèìî 
ôóíêö³þ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì â ÿâíîìó âèãëÿä³. 
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð, çâîðîòí³é äî îïåðàòîðà 
ðåêóðåíòíî¿ çàì³íè (2.1.12). 

Ó òåîðåì³ 3 ìè äîâåëè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðåêó-
ðåíòíî¿ ôîðìè (2.1.12) ç òî÷í³ñòþ äî äåÿêî¿ êîíñòàíòè 
(÷åðåç îäíîð³äí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â äàíèõ ð³âíÿíü).

Лема 2. Для рекурентного відношення

 (x)=— (x)—’(x)   äå  =n+1 /2   (2.1.12)

існує невироджений зворотній оператор

 (x)= ——  (x )dx      (2.2.11)

Доказ. Äëÿ äîêàçó ä³éñíî¿ ëåìè ââåäåìî ôîðìàëü-
íèé ë³í³éíèé îïåðàòîð äëÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ðåêóðåíòíîãî 
â³äíîøåííÿ (2.1.12):

 f (x)=— — — f (x)      (2.2.12)
Ïðåäñòàâèìî ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ (2.1.12) ó ôîðì³ 

ôîðìàëüíîãî ë³í³éíîãî îïåðàòîðà:

 (x)=  (x)       (2.2.13)

Ïåðåòâîðèìî ôîðìàëüíèé îïåðàòîð, ïîêëàâøè

A (x)=—     äå j (x)  — ôóíêö³ÿ    (2.2.14)
³ äå     =A (x)— —  — îïåðàòîð 

+1  x




x x
x +1





x


dx
d



+1  

j ’(x)
j (x)






 dx
d





3332

Î÷åâèäíî, ùî A (x)=—=—      (2.2.15)
Ìè îòðèìàëè ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 

ïåðøîãî ïîðÿäêó (2.2.15), ðîçâ’ÿçêîì ÿêîãî º åëåìåíòàðíà 
ñòåïåíåâà ôóíêö³ÿ:

j (x)=x   ïðè âñ³õ ïàðàìåòðàõ              (2.2.16)
Ç óðàõóâàííÿì îòðèìàíîãî âèðàçó ðåêóðåíòíå â³ä-

íîøåííÿ (2.1.12) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðì³:

 (x)=— (x)—’(x)= 

        =————

Çâ³äñè   (x)= —j (x)——     (2.2.17)

Ç óðàõóâàííÿì îòðèìàíîãî âèðàçó ðåêóðåíòíå â³äíî-
øåííÿ (2.1.17) ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìàëüí³é ôîðì³:

— = ———       (2.2.18)

Äëÿ îòðèìàííÿ ôîðìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ôîðìàëüíî 
ïðî³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îòðèìàíîãî ð³âíÿííÿ (2.2.18), 
â³äïîâ³äíîãî ðåêóðåíòíîìó â³äíîøåííþ (2.2.12):

— dx = ——       (2.2.19)

Çâ³äñè   (x)= ——dx     (2.2.20)

j ’(x)
j (x)




x







+1  

j ’(x)
j (x)





j ’(x) (x)—j (x)’(x)
j (x)

   

+1 dx
d

 j (x)

 (x)

dx
d

j (x)

 (x) (x)+1

j (x)

j (x)

 (x)
x
 (x )+1

j (x )



x j (x) (x ) +1

j (x )

Ï³äñòàâèâøè ó âèðàç (2.2.20) îòðèìàíå ðàí³øå 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ j (x)íà ï³äñòàâ³ (2.2.16), ìè ôîðìàëüíî 
îòðèìàºìî çâîðîòí³é îïåðàòîð (2.2.11) äî îïåðàòîðà 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ (2.1.12).

Äëÿ êîðåêòíîãî äîêàçó ³ñíóâàííÿ íåâèðîäæåíîãî 
çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà (2.2.11) ïîòð³áíî îêðåìî äîâåñòè 
³ñíóâàííÿ ïðàâîãî ³ ë³âîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà òà ¿õ 
òîòîæí³ñòü. Ùîá äîâåñòè ³ñíóâàííÿ ïðàâîãî çâîðîòíüîãî 
îïåðàòîðà, ï³äñòàâèìî çíàéäåíèé ðàí³øå ôîðìàëüíèé 
çâîðîòí³é îïåðàòîð (2.2.11) â ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ 
(2.1.12) òà çàïèøåìî:

 (x)=— (x)—’(x)=     (2.2.21)

    =———  (x )dx+——  (x )dx

Î÷åâèäíî, ùî ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ ïî ÷àñòèíàõ 
âèðàçó (2.2.21) â³äíîøåííÿ ñòàº òîòîæíèì. Öå äîâîäèòü 
³ñíóâàííÿ ³ êîðåêòí³ñòü ïðàâîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà.

²ñíóâàííÿ ³ êîðåêòí³ñòü ë³âîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà 
ïåðåâ³ðÿºòüñÿ àíàëîã³÷íèì ÷èíîì — øëÿõîì ï³äñòàíîâêè 
ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü Áåñåëÿ 
(2.1.12) ó ôîðìàëüíîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà (2.2.20) ç 
óðàõóâàííÿì ïîäàâàííÿ (2.2.14):

 (x)= ——  (x )dx=   

  = —— —  (x )—’(x )dxс

äå  j (x)=x   îòðèìàíà çà (2.2.16) ôóíêö³ÿ.
Äëÿ òîãî, ùîá êîðåêòíî äîâåñòè ³ñíóâàííÿ ïðàâîãî 

çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà, âèêîðèñòîâóºòüñÿ çàãàëüíå ïðåä-
ñòàâëåííÿ ïðÿìîãî ³ çâîðîòíüîãî îïåðàòîð³â ÷åðåç j (x) .
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Â³äì³òèìî, ùî áåç âèêîðèñòàííÿ óçàãàëüíåíîãî 
â³äíîøåííÿ ³ ââåäåíèõ ôóíêö³é (2.2.14) äîêàç ³ñíóâàííÿ 
ïðàâîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà áóâ áè ìåíø î÷åâèäíèé. 
Âèêîðèñòîâóºìî ôîðìàëüíèé ìåòîä ³íòåãðàö³¿ ïî ÷àñòèíàõ 
äëÿ ³íòåãðàëà, ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíîãî â ïðàâ³é ÷àñ-
òèí³ â³äíîøåííÿ (2.2.22):

 (x)=j (x) (x )d—+— d (x )=

  =j (x)—    —— d (x )+

    + — d (x )  = (x)   — òîòîæí³ñòü

ªäèí³ñòü ïðàâîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà çàáåçïå-
÷óºòüñÿ âèáðàíîþ ³ äîâåäåíîþ ðàí³øå óìîâîþ (2.2.9) 
ð³âíîñò³ íóëþ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ â íóë³.

Äîâ³âøè òîòîæí³ñòü, íåâèðîäæåí³ñòü òà ³ñíóâàííÿ 
ïðàâîãî ³ ë³âîãî çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà, ìè äîâåëè êî-
ðåêòí³ñòü ³ ³ñíóâàííÿ çâîðîòíüîãî îïåðàòîðà (2.2.11) äëÿ 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ îáìåæåíèõ â íóë³ ðîçâ’ÿçê³â 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. Лема доказана.

Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 2 ïðî ³ñíóâàííÿ îïåðàòîðà, 
çâîðîòíüîãî äî ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, ìîæíà îòðèìàòè 
çàãàëüíó êëàñè÷íó ôîðìóëó ôóíêö³é Áåñåëÿ 1 ðîäó ç 
íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì, îáìåæåíèõ â íóë³.

Теорема 4. Обмежені в нулі функції Беселя з 
напівцілим індексом можуть бути отримані через 
елементарні функції (степеневі та тригонометричні), 
використовуючи відношення вигляду:

  (x)=(—1) x    — —   —  (2.2.23)

        де n — цілі ненегативні числа.

   j (x )
1

 


x x



j (x)
j (x )



   j (x )

 (x )
x=x



x j (x)
j (x )



x j (x)
j (x )



n
n+1/2

n+1/2

xdx
d n sin x

x

Доказ. Äëÿ äîêàçó ïîñë³äîâíî çàñòîñîâóâàòèìåìî  
äî ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì çâîðîòí³ 
îïåðàòîðè (2.2.11), îòðèìàí³ â ëåì³ 2, à òàêîæ ìåòîä 
ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Ìè îòðèìàëè

  (x)=sin  x  ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè   —

 (x)= ——  (x )dx äå    =n+1 /2  (2.2.11)

Çàïèøåìî çâîðîòí³é îïåðàòîð ôóíêö³¿ Áåñåëÿ:

  (x)=sin x x =—

  (x)= ——  (x )dx     =—

Çâ³äñè ìè îòðèìóºìî â³äíîøåííÿ:

— = ——  (x )dx   

Ðàí³øå ìè äîâåëè, ùî îáìåæåí³ â íóë³ ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåí³ 
ê³íöåâèì íàáîðîì åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é — ñòåïåíåâèõ ³ 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ, òîìó âñ³ ³íòåãðàëè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ 
â òåîðåì³, ³ñíóþòü ³ âñ³ îïåðàö³¿, ùî ïðîâîäÿòüñÿ íàä íèìè, 
êîðåêòí³. Äàë³ ïîñë³äîâíî ï³äñòàâëÿòèìåìî â îòðèìàíå 
ð³âíÿííÿ çâîðîòíèõ îïåðàòîð³â äëÿ êîæíèõ íàñòóïíèõ 
ôóíêö³é Áåñåëÿ.

 —=... (—1) —  (x )dx ... dx

Ââåäåìî îïåðàòîð =—      (2.2.25)
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Äî îòðèìàíîãî â³äíîøåííÿ (2.2.24) ïîñë³äîâíî áóäåìî 
çàñòîñîâóâàòè ââåäåíèé ôîðìàëüíèé îïåðàòîð (2.2.25) ³ 
ïîñë³äîâíî ôîðìàëüíî ïðî³íòåãðóºìî öå â³äíîøåííÿ

——=... (—1) — (x )dx ...dx

—... ——=(—1) —

Ïðîäîâæèìî ôîðìàëüíå ³íòåãðóâàííÿ ïðàâèõ ³ ë³- 
âèõ ÷àñòèí òîòîæíîñò³ (2.2.24) îïåðàòîðîì (2.2.25) äîòè, 
ïîêè ìè íå ïîçáàâèìîñÿ â³ä óñ³õ ³íòåãðàëüíèõ âèðàç³â 
³ îòðèìàºìî ôóíêö³þ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì â 
ÿâíîìó âèãëÿä³ (2.2.23). Теорема доказана. 

Ïðèì³òêà. Ó ðàç³ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì 
³íäåêñîì ìè âèêîðèñòîâóâàëè òå, ùî âñ³ íåîáõ³äí³ ïîõ³äí³ 
òà ³íòåãðàëè ³ñíóþòü ³ ñïðàâåäëèâî

— f (x )dx= f(x )+c   c=0       (2.2.26)

Ïðîâåäåìî ðîçðàõóíîê äåÿêèõ ôóíêö³é Áåñåëÿ:

 (x)=(—1) x  —— — =

        =(—1) x   — —

 (x)=  — — — cos x —            (2.2.27)

Ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè îòðèìàíèé êëàñè÷íèé âè- 
ðàç äëÿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 1 ðîäó (îáìåæåíèé â íóë³ íåâè-
ðîäæåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ) ç íàï³âö³ëèì 
³íäåêñîì 3/2 ç âèêîðèñòàííÿì ÿâíî äîâåäåíî¿ òåîðåìè 4 ³ 
â³äíîøåííÿ (2.2.23). 
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§ 3. Асимптотична поведінка і явний вираз  
через степеневі та тригонометричні ряди  

функцій Беселя з напівцілим індексом

Äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ 1 ðîäó (îáìåæåíèõ â íóë³) ç 
íàï³âö³ëèìè ³íäåêñàìè îêðåìèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº 
âèâ÷åííÿ ôîðìàëüíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà 
 (2.2.25), çâåäåíîãî â ö³ëó ñòóï³íü. Îïåðàòîð äîçâîëÿº 
îòðèìàòè ôîðìóëè àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè äàíèõ 
ôóíêö³é Áåñåëÿ äàëåêî â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïðè 
âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿, ³ ÿâíî âèïèñàòè ê³íöåâ³ ðÿäè 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì ÷åðåç ñòåïåíåâ³ òà 
òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿.

Îòðèìàºìî ñèìâîë³÷íèé âèä ôîðìàëüíîãî äèôå-
ðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà 3D íàòóðàëüíîãî ñòóïåíÿ:

Твердження 1. Формальний оператор

 f (x)=— f (x)      (2.2.25)

має загальний формальний вид:

 =— =   — —       (2.3.1)

де            — деякі числові константи.
Доказ. Äëÿ äîêàçó â³äì³òèìî, ùî ïðè íóëüîâîìó 

ñòóïåí³ îïåðàòîð ôîðìàëüíî âèðîäæóºòüñÿ â òîòîæíó 
îäèíèöþ. Ïðè ïåðøîìó ñòóïåí³ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà (2.3.1) 
ïîâí³ñòþ ñï³âïàäàº ç éîãî âèäîì ç îäèíè÷íèì ÷èñëîâèì 
êîåô³ö³ºíòîì.

Âèêîðèñòàºìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿, ââà-
æàþ÷è, ùî äëÿ âñ³õ ïîïåðåäí³õ íàòóðàëüíèõ ñòóïåí³â 
ôîðìàëüíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà  âèðàç (2.3.1) 
òîòîæíî âèêîíóºòüñÿ.

Âèïèøåìî âèðàç (2.3.1) äëÿ ñòóïåíÿ (n— 1) . 

xdx
d

xdx
dn

x dx
d

2n—k

k

k
Yk

(n)

Yk
(n)

n n

k=1

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    =— =   — — 

Çàñòîñóºìî äî âèðàçó ôîðìàëüíèé îïåðàòîð:

    =  ——   — +

      +   —— —      (2.3.2)

    = . . .  +   —— —

Äëÿ òîòîæíîãî âèêîíàííÿ é ³ñíóâàííÿ îïåðàòîðà 
ïðèð³âíÿºìî â îòðèìàíîìó (2.3.2) ³ ïî÷àòêîâîìó âèðàç³ 
(2.3.1) êîåô³ö³ºíòè ïðè ð³âíèõ ñòóïåíÿõ ³ ïîõ³äíèõ, îòðè-
ìàâøè ðåêóðåíòí³ çàëåæíîñò³:

k=n — —    =      (2.3.3)

k=1  — —    =(—1)(2n—3)

  k  — —    =          +
                               +(—1)(2(n—1)—k)

Îòðèìàí³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ êîåô³ö³ºíò³â 
îïåðàòîðà äîçâîëÿþòü çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 
ôîðìàëüíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà. Çíà÷åíü öèõ 
êîíñòàíò íà ï³äñòàâ³ (2.3.3) ìîæóòü áóòè îòðèìàí³ ÿâíî 
àáî ó ôîðì³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü:

dx
d k

k
Y
x 2(n—1)—k

k
(n—1)n—1 n—1

xdx
d

n

dx
d k

kx 2(n—1)—k+2 Yk
(n—1)(—1)(2(n—1)—k)

dx
d k+1

k+1x 2(n—1)—k+1

Yk
(n—1)

n Yk—1

(n—1)

dx
d k

kx 2(n—1)—k+2

dx
d n

nx n
1

dx
d

dx
d k

kx 2n—k

x 2n—1

1

1

Yn—1

(n—1)Yn
(n)

Y1

(n—1)Y1

(n)

Yk
(n)

Yk
(n—1)

Yk—1

(n—1)

      = 1  ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà    (2.3.4)

      = (—1)    (2n—3)!!

      =         +(—1) (2(n—1)—k)
Íåâèðîäæåí³ñòü îïåðàòîðà äîâîäèòü ³ñíóâàííÿì 

ïðèâåäåíèõ ÿâíèõ ³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü (2.3.4) òà ¿õ 
íåâèðîäæåí³ñòü. Твердження доведене. 

Òâåðäæåííÿ 1 ïîêàçóº, ùî ôîðìàëüíèé äèôå-
ðåíö³àëüíèé îïåðàòîð (2.3.1), çàñòîñîâàíèé äî äåÿêî¿ 
ôóíêö³¿, ÿêà ïðåäñòàâëåíà â åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³ÿõ, ùî 
äèôåðåíö³þþòüñÿ, äîçâîëÿº îòðèìàòè ê³íöåâèé ðÿä, ÷ëåíè 
ÿêîãî òàêîæ ïðåäñòàâëåí³ åëåìåíòàðíèìè ôóíêö³ÿìè.

Îïåðàòîð (2.3.1) äîçâîëÿº ÿâíî âèâ÷èòè àñèìïòîòè÷íó 
ïîâåä³íêó ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì íà 
ï³äñòàâ³ ðåçóëüòàò³â (2.2.23), îòðèìàíèõ â òåîðåì³ 4

Çàñòîñóºìî ôîðìàëüíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð 
äî ðåçóëüòóþ÷îãî âèðàçó òåîðåìè 4, âèõîäÿ÷è ç

——=    ————       

Ïîì³òèìî, ùî îòðèìàí³ â öüîìó âèðàç³ ïîõ³äí³ 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é — öå òàêîæ òðèãîíîìåòðè÷í³ 
ôóíêö³¿. Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.2.23)

  (x)=(—1) x     —   —    (2.3.5)

Çàïèøåìî ÿâíèé âèðàç äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ:

  (x)=(—1)         ——     
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
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Ç â³äíîøåííÿ (2.3.6) ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî äàíà 
ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ íà áåçê³íå÷íîñò³ íàáëèæàºòüñÿ äî íóëÿ. 
Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ôóíêö³é 
Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì, ïîòð³áíî â³äøóêàòè 
êîåô³ö³ºíò ðîçêëàäåííÿ, ÿêèé ïîâ³ëüí³øå çà ³íøèõ óáóâàº 
íà áåçê³íå÷íîñò³, à ³íøèìè (ùî á³ëüø øâèäêî óáóâàþòü) 
÷ëåíàìè ðÿäó ìîæíà çíåõòóâàòè.

Ñòóï³íü ÷ëåí³â, ùî âõîäÿòü â ðÿä, âèðàæàºòüñÿ 
÷åðåç ïàðàìåòðè (k , i ) â³äïîâ³äíî — (1/2+ n + i — k ) ), òîìó íà 
áåçê³íå÷íîñò³ ðÿä (2.3.6) óáóâàº. Ïðè çíà÷åííÿõ k = n  òà 
i = 0  íåîáõ³äíèé ñòóï³íü çì³ííî¿ ñêëàäå — 1/2 .

Òîìó àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäåííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç 
íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³: 

  (x)       ——        (2.3.7)

Ôîðìóëà (2.3.7) äîçâîëÿº ïðèïóñòèòè, ùî äàëåêî  
â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðè íàáëèæåíí³ çì³ííî¿ äî 
áåçê³íå÷íîñò³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ áëèçüê³ äî òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é sin x é cos x, îñê³ëüêè ¿õ çì³íà çàëåæíî â³ä 
çíà÷åííÿ çì³ííî¿ íîñèòü êîëèâàëüíèé õàðàêòåð.

Àñèìïòîòè÷íèé ïåð³îä êîëèâàíü ôóíêö³é Áåñåëÿ 
íàáëèæàºòüñÿ äî êëàñè÷íîãî 2p. Ïðîòå àìïë³òóäà ¿õ 
êîëèâàíü ïîñòóïîâî çãàñàº ³ íàáëèæàºòüñÿ äî íóëÿ.

Êîëèâàííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ çíàõîäÿòüñÿ â ñâîºð³ä-
íîìó êîðèäîð³, ÿêèé ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ 
ïîñòóïîâî çâóæóºòüñÿ ³ ñõîäèòüñÿ äî íóëÿ. Íà áåçê³íå÷íîñò³ 
ö³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ âèðîäæóþòüñÿ â íóëü.

×åðåç îñîáëèâîñò³ òàêî¿ àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè 
äàí³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³äåàëüí³ äëÿ îïèñó áóäü-ÿêèõ 
çàòóõàþ÷èõ ïðîöåñ³â òà ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â, ùî 
ñóïðîâîäæóþòüñÿ ïîñò³éíîþ âòðàòîþ âíóòð³øíüî¿ åíåðã³¿ 
ñèñòåìè (íàïðèêëàä, âòðàòè íà îõîëîäæóâàííÿ, îï³ð, 
òåðòÿ òà ³íø³ ïðèðîäí³ ôàêòîðè).

Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ çàáåçïå÷óþòü äóæå øâèäêó òà 
êîðåêòíó çá³æí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ô³çè÷íèõ çàäà÷, ùî 
îïèñóþòü áàãàòî ðåàëüíèõ ïðîöåñ³â ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, 
ÿê³ áåç çîâí³øíüî¿ ï³äòðèìêè ïîñòóïîâî çàòóõàþòü íà 
áåçê³íå÷íîñò³ àáî äîñòàòíüî äàëåêî â³ä íóëÿ.

   
—
—2
p dx

d n

nn+1/2 x 1/2 sin x(—1) n

§ 4. Функції Беселя з напівцілим індексом, 
необмежені в нулі

Ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ ìè ðîçãëÿäàëè îäèí ç 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ — ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç 
íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì, îáìåæåí³ â íóë³.

Ïðîòå â õîä³ ì³ðêóâàíü áóëî âèÿâëåíî ³ñíóâàííÿ ùå 
îäíîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî ðîçâ’ÿçêó, ùî ìàº íåîáìåæåíå 
çíà÷åííÿ â îêîë³ íóëÿ. Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ÷àñòèííèé 
âèïàäîê, ïðè ÿêîìó ïàðàìåòð (³íäåêñ ôóíêö³é Áåñåëÿ) 
ïðèéìàº íåãàòèâíå çíà÷åííÿ.

x ’’(x)+x’(x)  +  x —    (x)=0     (2.4.1)
Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ïîçèòèâíîãî  ³ 

íåãàòèâíîãî —  ïàðàìåòð³â ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì îäíî-
÷àñíî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííþ Áåñåëÿ (2.1.1) òà º äâîìà 
÷àñòèííèìè ë³í³éíî-íåçàëåæíèìè ðîçâ’ÿçêàìè öüîãî 
ð³âíÿííÿ ³ äîçâîëÿþòü îòðèìàòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ë³í³éíîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

z(x)=c  (x)+c  (x)   ãäå l0     (2.4.2)
Ðàí³øå ìè ðîçãëÿäàëè ïîçèòèâíå çíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðà â íàâåäåíîìó ð³âíÿíí³ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ (2.1.5.), 
ïðîòå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìàº ñåíñ òà º íåâèðîäæåíèì ³ ïðè 
íåãàòèâíîìó çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà. Ïðè íóëüîâîìó çíà÷åíí³ 
³íäåêñó äàíèõ ôóíêö³é Áåñåëÿ âîíî âèðîäæóºòüñÿ â 
åëåìåíòàðíå:

y ’’(x)= —y (x)    ïðè n=0 è = —1 /2     (2.4.3)

—= —n—1 /2    ïðè n — ö³ë³ ÷èñëà     (2.4.4)
Â³äïîâ³äíî äî (2.2.6), äðóãèé íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ÿêå ìè íå ðîçãëÿíóëè ðàí³øå, ìîæå 
áóòè çàïèñàíèé ó ôîðì³:

y (x)=h cos x        (2.4.5)

  (x)=h cos x x      (2.4.6)    

2 2 2

— — —

—1 2

0 0

0 0

—1/2

—
0



Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ìè íàñïðàâä³ íå âèêîðèñòî-
âóâàëè îáìåæåí³ñòü â íóë³ ôóíêö³é Áåñåëÿ. Ìîæíà ðîçïîâ-
ñþäèòè ¿¿ ðåçóëüòàòè íà çàãàëüíèé âèïàäîê ³ ñêîðèñòàòèñÿ 
îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü ïðè íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà, îñê³ëü-
êè áóëà ïîêàçàíà íåâèðîäæåí³ñòü ³ àíàë³òè÷í³ñòü öèõ 
ôóíêö³é.

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)
Ï³äñòàâèìî ó â³äíîøåííÿ íåãàòèâíèé ïàðàìåòð: 

 (x)=— (x)+’ (x)  äå l0

àáî  (x)=(—1)— (x)—’ (x)    (2.4.7)
Â³äì³òèìî, ùî ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ äëÿ íåîáìå-

æåíèõ â íóë³ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
ñï³âïàäàº ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè ç ðåêóðåíòíèì 
â³äíîøåííÿì äëÿ îáìåæåíèõ â íóë³ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (2.1.12).

Ñêîðèñòàºìîñÿ õîäîì äîêàçó ëåìè 2. Àáñîëþòíî 
àíàëîã³÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè (ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè) 
ìè îòðèìàºìî äîêàç ëåìè 3 äëÿ â³äíîøåííÿ (2.4.7) ³ 
çâîðîòí³é îïåðàòîð äëÿ ðåêóðåíòíî¿ çàì³íè ç íåãàòèâíèìè 
ïàðàìåòðàìè.

Лема 3. Для рекурентного відношення

 (x)=(—1)— (x)—’ (x)  äå l0  (2.4.8)

існує невироджений зворотній оператор

 (x)=—  (x )dx      (2.4.9)

Íåâèðîäæåíèé çâîðîòí³é îïåðàòîð äîçâîëÿº â 
ÿâíîìó âèãëÿä³ îòðèìàòè âèðàç â åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³ÿõ 
(ê³íöåâèé ðÿä ñòåïåíåâèõ ³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é) 
äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì íåãàòèâíèì ³íäåêñîì,  
íå îáìåæåíèõ â íóë³.     

 —1  x


— —1 — —x
—

— —1 — —x


x


x x
x





— —1 — —

— —1—

42 43

Теорема 5. Необмежені в нулі функції Беселя з 
напівцілим індексом можуть бути отримані через 
елементарні функції (степеневі та тригонометричні), 
використовуючи відношення вигляду:

  (x)=x    — —   —   (2.4.10)

        де n — цілі ненегативні числа.
Ïðèì³òêà. Ó òîìó âèïàäêó, êîëè îäíå é òå æ ðåêóðåí-

òíå â³äíîøåííÿ ðîçãëÿäàºòüñÿ äëÿ äâîõ ÷àñòèííèõ ë³í³éíî-
íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ð³âíÿííÿ ìîæóòü 
â³äð³çíÿòèñÿ â³ä ïðèâåäåíèõ ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè. Ó 
ì³ðêóâàííÿõ, ùî ïðèâîäÿòüñÿ, ìè ðîçä³ëèëè îáìåæåí³ òà 
íåîáìåæåí³ â íóë³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ 
ðîçãëÿíóëè ¿õ îêðåìî.

Çàïèøåìî ÿâíèé âèðàç äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ:

  (x)=         ——     

Íà ï³äñòàâ³ îòðèìàíîãî ÿâíîãî âèäó ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç íåãàòèâíèì íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì, 
îïèøåìî éîãî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ïðè íåîáìåæåíîìó 
çðîñòàíí³ çì³ííî¿:

  (x)       ——        (2.4.12)
   
Çâ³äñè âèò³êàº, ùî àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà 

íåîáìåæåíî¿ â íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íåãàòèâíèì íàï³âö³-
ëèì ³íäåêñîì ïîâí³ñòþ ñï³âïàäàº ç àñèìïòîòè÷íîþ 
ïîâåä³íêîþ äðóãîãî ÷àñòèííîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî 
ðîçâ’ÿçêó — îáìåæåí³é â íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ïîçèòèâ-
íèì ³íäåêñîì.

    

—n—1/2

n+1/2

xdx
d n cos x

x
—2
p

Qk,i
(n)

x 1/2+n+i —k dx
d k —i

k —i

Qk,i
(n)

 äå       =       ———    (2.4.11)Yk
(n) (—1)  i! i! (k—i)!i

k!

   
—
—2
p—n—1/2

cos x

   
—
—2
p dx

d n

nx 1/2 
 1 

—n—1/2
cos x

n

k=1


 k

i=0




Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ äàëåêî â³ä íóëÿ áëèçüê³ äî òðèãî- 
íîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é, àëå ¿õ çíà÷åííÿ ïðè íàáëèæåíí³ 
çì³ííî¿ äî áåçê³íå÷íîñò³ ïîñòóïîâî çàòóõàþòü 
(íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ). Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íà áåçê³íå÷íîñò³ îáìåæåíèé ³ º ïîñòóïîâî 
çàòóõàþ÷îþ íà ôóíêö³ºþ, ùî íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ.

Çàâäÿêè òàê³é ïîâåä³íö³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³íîä³ 
ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïîïîâíåííÿ ³ ðîçøèðåííÿ êëàñó 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ êîëèâàëüíèõ ôóíêö³é â ïðèêëàäíèõ 
çàâäàííÿõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ðîçêëàäåííÿ çà ôóíê-
ö³ÿìè Áåñåëÿ òà ¿õ ïðÿìå çàñòîñóâàííÿ íà ñüîãîäí³ º 
îäíèì ç íàéá³ëüø ïåðñïåêòèâíèõ íàïðÿì³â ïðè âèð³øåíí³ 
ðåàëüíèõ ô³çè÷íèõ çàäà÷ ³ ïîáóäîâ³ äîñòîâ³ðíèõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â.
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§ 5. Розкладення в степеневі ряди  
функцій Беселя з довільним індексом

Ó ð³âíÿíí³ (2.1.5), äî ÿêîãî ïðèâîäèòüñÿ ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, âñ³ ïîõ³äí³ òà ñòóïåí³ çì³ííî¿, ùî âõîäÿòü äî íüîãî, 
ïàðí³, òîìó äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç óðàõóâàííÿì çàì³íè 
(2.1.6) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïàðí³ ñòóïåí³ ðîçêëàäåííÿ. 

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
Â³äøóêàºìî ðîçâ’ÿçîê êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 

(2.1.1) øëÿõîì ðîçêëàäåííÿ â ñòåïåíåâ³é ðÿä ìåòîäîì 
íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â, ââàæàþ÷è, ùî öå ðîçêëàäåí-
íÿ ³ñíóº ³ îòðèìàíèé ðÿä ñõîäèòüñÿ.

z(x)=    a  x            (2.5.1)
Ï³äñòàâèìî ðîçêëàäåííÿ (2.5.1) â ð³âíÿííÿ (2.1.1):

0=    (p+2k)(p+2k—1)a  x      +

  +(p+2k)a  x     —   a  x     +a  x    
Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ òîòîæíî¿ ð³âíîñò³ ïðè âñ³õ 

çíà÷åííÿõ çì³íîþ ïðèð³âíÿºìî êîåô³ö³ºíòè äëÿ êîæíîãî  
³ç ñòóïåí³â çì³ííî¿:

k=0    (p+2k)(p+2k—1)+(p+2k)—  =  0   

  k       (p+2k)(p+2k—1)+(p+2k)—  a +
              +a   =  0

Ï³ñëÿ ñïðîùåííÿ îòðèìóºìî â³äíîøåííÿ:

p =    è  p=   ïðè  l 0        (2.5.2)
4k ( +k )a  +a   =0  òà a  äîâ³ëüíå

2 2 2



k=0
 k

p+2k



k=0
 k

p+2k

k
p+2k 2

k
p+2k

k
p+2k+2

2

2

k

k—1

2 2

k k—1 0
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Çâ³äñè îòðèìóºìî âèðàç:

a  =(—1)—= ...

a  =(—1)——    (2.5.3)

Äåòàëüí³øå âèâ÷èìî âèðàç:

g (k , )=( +k ) ... ( +1)      (2.5.4)
Ïðè ö³ëèõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà   

(îêðåìèé âèïàäîê) âèðàç ïðèéìå çâè÷íèé âèãëÿä:

g (k ,n )=(n +k ) ... (n +1)=(n +k )/n !
Äëÿ îòðèìàííÿ êîìïàêòíîãî âèäó âèðàçó (2.5.4) ç 

íàòóðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè º ïîíÿòòÿ ôóíêö³îíàëà. Äëÿ 
ðåøòè ÷èñåë Åéëåðîì áóëî ñïåö³àëüíî ââåäåíî ïîíÿòòÿ 
óçàãàëüíåíîãî ôóíêö³îíàëà — ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà àáî 
³íòåãðàëà Åéëåðà II ðîäó, ùî ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³: 

(u+1 )=u(u)   äå u — ÷èñëà     (1.3.3)
(n+1 )=n!  è  (1 )=1      (1.3.4)
Öå äîçâîëÿº êîìïàêòíî çàïèñàòè:

g (k , )=( +k +1)/ ( +1)    (2.5.5)

—=(—1)—     (2.5.6)

Ç ì³ðêóâàíü çðó÷íîñò³ íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòü 
íàñòóïí³ ïðèéíÿò³ çíà÷åííÿ:

a  =—— ïðè k =0 

a  =——     (2.5.6)

Çàãàëüíèé âèä íóëüîâîãî ïàðàìåòðà âèáðàíèé òàê,  
ùî ïðè íóëüîâîìó çíà÷åíí³ (2.5.6) òåæ âèêîíóºòüñÿ.

k
k—1

4k ( +k )
a

0ak

2  k ! ( +k ) ... ( +1)2kk

0

( +1)k

2  k ! ( +k +1)2k
k

0 ( +1)
1

k

k

2
1 

2  k ! ( +k +1)
(—1)

2
1

2k

a
a

Ìè îòðèìàëè êëàñè÷íå ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ôóíêö³é 
Áåñåëÿ ç âèêîðèñòàííÿì ãàììà-ôóíêö³é Åéëåðà:

z  (x)=—     —      (2.5.7)
 
Äîñë³äèìî îòðèìàíèé ðÿä äîêëàäí³øå. Ðîçãëÿíåìî 

âèïàäîê ö³ëèõ ³íäåêñ³â. Ïðè ïîçèòèâíèõ ö³ëèõ çíà÷åííÿõ 
³íäåêñó ãàììà-ôóíêö³ÿ º ôóíêö³îíàëîì.

Ïðè íåãàòèâíèõ ö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ãàììà-
ôóíêö³ÿ âèðîäæóºòüñÿ â áåçê³íå÷í³ñòü, òîìó îòðèìàíå 
ðîçêëàäåííÿ â ðÿä (2.5.7) íå ìàº ñåíñó.

Твердження 2. При цілих значеннях індексу розв’я-
зок рівняння Беселя єдиний (з точністю до константи)  
і може бути отриманий розкладенням в ряд

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Доказ. Äëÿ ñòðîãîãî äîêàçó ñêîðèñòàºìîñÿ îòðè-
ìàíèìè ðàí³øå ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåííÿìè ôóíêö³é 
Áåñåëÿ. Ïåðåïèøåìî ïåðøå â³äíîøåííÿ (2.1.12) äëÿ 
ôóíêö³é ç ö³ëèì ïîçèòèâíèì ³íäåêñîì:

 (x)=— (x)—’(x)        ïðè n l 0    

Äðóãå ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ (2.1.13) çàïèøåìî äëÿ 
ôóíêö³é ç ö³ëèì íåãàòèâíèì ³íäåêñîì:

 (x)=— (x)+’ (x)    ïðè n l 0   

Ï³äñòàâèâøè â îáèäâà ö³ â³äíîøåííÿ íóëüîâå çíà-
÷åííÿ ³íäåêñó, îòðèìàºìî íåîáõ³äíó òîòîæí³ñòü:

 (x)=—’(x)   è  (x)=’(x)      

Çâ³äñè  (x)= — (x)  ö³ äâà ðîçâ’ÿçêè âèÿâèëèñÿ 
ë³í³éíî-çàëåæíèìè. Твердження доведене.



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





2
x 

k=0
n

n k
(—1) (x/2)

2k

k! (n +k )!

x

x

n

—n

n—1

—n—n—n—1

n n

01 0—1

1 —1
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Твердження 3. При нецілих значеннях індексу існу-
ють два частинні лінійно-незалежні розв’язки рівняння 
Беселя (з точністю до константи), які можуть бути 
отримані розкладенням в ряд

 (x)=—     — l 0  (2.5.9)

Доказ. Äëÿ äîêàçó öüîãî òâåðäæåííÿ ñêîðèñòàºìîñÿ 
îòðèìàíèìè ðàí³øå ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåííÿìè. Ïðåä-
ñòàâèìî ³íäåêñ ó âèãëÿä³

=n+e äå 0 < e < 1  òà n ö³ëå íåíåãàòèâíå.
Íàéìåíøå çíà÷åííÿ ïîçèòèâíîãî ³íäåêñó e

 (x)=— (x)—’(x)      äå 0 < e < 1

 (x)=— (x)+’(x)

Ñóìí³âíèé âèïàäîê íàï³âö³ëèõ ³íäåêñ³â äîñë³äæåíèé 
ðàí³øå. Äëÿ íàï³âö³ëèõ ³íäåêñ³â ³ñíóþòü äâà ë³í³éíî-
íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç 
ë³í³éíîþ íåçàëåæí³ñòþ äâîõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê- 
ö³é, — ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ïî÷àòêîâîãî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ.

Ë³í³éíà íåçàëåæí³ñòü äâîõ ð³çíèõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ 
³íøèõ íåö³ëèõ ³íäåêñ³â âèõîäèòü ç ïðèâåäåíèõ ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü, ³ îòðèìàíîãî ðîçêëàäåííÿ â ðÿä.

(+k+1)=(k+1+)...(k+1— )(—+k+1)
Ïðè íåö³ëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ³ñíóº äâà ë³í³éíî-

íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Ïðè íåãàòèâíèõ 
íåö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, îòðèìàí³ 
ìåòîäîì ðîçêëàäåííÿ â ðÿä, ìàþòü â íóë³ îñîáëèâ³ñòü ³ 
íàáëèæàþòüñÿ äî áåçê³íå÷íîñò³. Ïðè ïîçèòèâíèõ íåö³ëèõ 
çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ð³âí³ íóëþ, à îáìåæåíà 
ôóíêö³ÿ ç íóëüîâèì ³íäåêñîì ìàº ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ â 
íóë³, ùî äîð³âíþº îäèíèö³.

Ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ º àíàë³òè÷íîþ ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ 
çì³ííî¿, âèêëþ÷àþ÷è ìîæëèâî íóëü.

 



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





e+1 x
e

e e

x
e

e ee-1

Çá³æí³ñòü îòðèìàíîãî ðÿäó (2.5.9) çàáåçïå÷óºòüñÿ 
îçíàêîþ Âåéåðøòðàñà â áóäü-ÿê³é çàìêíóò³é îáëàñò³ 
ïðè áóäü-ÿêîìó îáìåæåíîìó çíà÷åíí³ íåö³ëîãî ³íäåêñó, 
îñê³ëüêè ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ k  âñ³ ÷ëåíè öüîãî ðÿäó 
îáìåæåí³ äåÿêîþ êîíñòàíòîþ.

Ïðè ö³ëèõ íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ ºäèíèé ³ ñï³âïàäàº ç ïîçèòèâíèì.

Ïðè íåíåãàòèâíèõ ³íäåêñàõ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 
ìîäóëÿ ÷èñëîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó äîñÿãàºòüñÿ ïðè k =0 
òà =0 ³ äîð³âíþº 1. 

—  >  ——
 

a  =——  îáìåæåíî ïðè l 0

Ïðè âñ³õ ³íøèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ ÷èñëîâ³ 
êîåô³ö³ºíòè ðÿäó ìåíøå íóëüîâîãî òà ç ïîñòóïîâèì çðîñ-
òàííÿì çíà÷åíü k  íà áåçê³íå÷íîñò³ íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ. 
Òîìó ðÿäè (2.5.9) äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåíåãàòèâíèì 
³íäåêñîì íå ïðåäñòàâëÿþòü óñêëàäíåíü.

k ! (+k +1)
2

2k

(k +1)! (+k +2)
2

2(k+1)

(+1)


2
1

0

1

Ìàë. 3. Ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà 
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Øâèäêå íàáëèæåííÿ äî íóëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðîçêëàäåííÿ 
ðÿäó (2.5.9) äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåíåãàòèâíèìè ³íäåê-
ñàìè äîçâîëÿº âèêîðèñòîâóâàòè îáìåæåíó ê³ëüê³ñòü 
÷ëåí³â ðÿäó äëÿ íåçíà÷íî â³ääàëåíèõ â³ä íóëÿ ð³øåíü, 
äå ðÿä (2.5.9) äîñòàòíüî øâèäêî ñõîäèòüñÿ. ²ç çðîñòàííÿì 
³íäåêñó ôóíêö³é Áåñåëÿ øâèäê³ñòü íàáëèæåííÿ äî íóëÿ 
éîãî êîåô³ö³ºíò³â òàêîæ çðîñòàº.

Äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåö³ëèì íåãàòèâíèì ³íäåê-
ñîì â áëèçüê³é îêîë³ ö³ëèõ íåãàòèâíèõ çíà÷åíü ³íäåêñó 
çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ ãàììà-ôóíêö³é ó ïåðøèõ ÷èñëîâèõ 
êîåô³ö³ºíòàõ ðÿäó (2.5.9) íåîáìåæåíî çðîñòàþòü ³  
ïî÷àòêîâèõ ÷èñëîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó áóäóòü ìàë³. 
Ïðè÷îìó ÷èì á³ëüøå çíà÷åííÿ ³íäåêñó , òèì á³ëüøå 
ïî÷àòêîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó áóäóòü ìàëèìè.

lim |(—)|=  äëÿ l 0  òà n íàòóðàëüí³.

Òîìó íåäàëåêî â³ä íóëÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç 
íåãàòèâíèì ³íäåêñîì, áëèçüêèì äî ö³ëîãî, ïðè âèêîðèñòàíí³ 
÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ³ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü íà êîìï’þòåð³ 
ïî÷àòêîâèìè ÷ëåíàìè ðîçêëàäåííÿ ìîæíà çíåõòóâàòè. 
²ñòîòíèìè äëÿ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü ìîæóòü âèÿâèòèñü 
÷ëåíè ðÿäó ç íîìåðàìè, áëèçüêèìè äî . ²ãíîðóâàííÿ 
öüîãî ôàêòó ³íîä³ ìîæå ñïðè÷èíèòè íåçá³æí³ñòü àáî 
íåêîðåêòí³ñòü íåìîäèô³êîâàíîãî àëãîðèòìó.

Ïðè áóäü-ÿêîìó îáìåæåíîìó íåãàòèâíîìó íåö³ëîìó 
çíà÷åíí³ ³íäåêñó çà ðàõóíîê íåâèðîäæóâàíîñò³ ãàììà-
ôóíêö³é Åéëåðà ðÿä (2.5.9) òàêîæ ñõîäèòèìåòüñÿ. Ïðîáëå-
ìè ÷èñåëüíèõ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü ðîçêëàäåííÿ ðÿäó 
ìîæóòü âèíèêíóòè ïîáëèçó åêñòðåìóì³â ãàììà-ôóíêö³é 
íåãàòèâíîãî ïàðàìåòðà, ÿê³ ³ç çðîñòàííÿì  øâèäêî íàáëè-
æàþòüñÿ äî íóëÿ, äîñÿãàþ÷è éîãî íà áåçê³íå÷íîñò³. 

lim |ext (—)|=0   äëÿ l 0
Ïðîòå ³ç çàãàëüíî¿ òåîð³¿ ãàììà-ôóíêö³é Åéëåðà 

â³äîìî, ùî âîíè äîñÿãàþòü åêñòðåìóìó ïîáëèçó íàï³âö³ëèõ 
çíà÷åíü ïàðàìåòðà. Ðîçêëàäåííÿ äëÿ íèõ îòðèìàíå ÿâíî.

Ðîçêëàäåííÿ â ðÿä (2.5.9) ïðàêòè÷íî íå âèêîðèñòîâó-
ºòüñÿ ïðè çíà÷íî â³ääàëåíèõ â³ä íóëÿ çíà÷åííÿõ çì³ííèõ, 
äå ôóíêö³¿ Áåñåëÿ âèÿâëÿþòü ÷³òêó àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³í-
êó, ÿêó íå ìîæíà äîâåñòè, ÿâíî âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíîãî 
âèäó îòðèìàíîãî ðîçêëàäåííÿ. Твердження доведене.

5150

3n

3

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå ïîâåä³íêó îòðèìàíèõ 
ðîçêëàäåíü â ðÿä (2.5.9) äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ çà óìîâè, 
ùî çíà÷åííÿ ³íäåêñ íåãàòèâíèé ³ íàáëèæàºòüñÿ äî ö³ëîãî 
÷èñëà (ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ö³ëîãî íåãàòèâíîãî ³íäåêñó):

 (x)= lim  —     —   l 0

Ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà ìàþòü íåóñóâí³ îñîáëèâîñò³ 
òà íàáëèæàþòüñÿ äî áåçê³íå÷íîñò³ ïðè íàáëèæåíí³ ¿õ 
ïàðàìåòðà äî ö³ëîãî íåãàòèâíîãî ÷èñëà àáî íóëÿ. Òîìó ïðè 
áóäü-ÿêèõ îáìåæåíèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ (íå ðîçãëÿäàþ÷è 
àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ðÿäó íà áåçê³íå÷íîñò³) ïåðø³  
(n—1) ÷ëåí³â öüîãî ðÿäó íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ:

lim —    — =0

Òîìó ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä äàñòü òàêèé ðåçóëüòàò:

 (x)=—     — 

Ïðîâ³âøè çàì³íó m=n+k, äå m=0..., îòðèìàºìî:

 (x)=(—1)  (x)       (2.5.11)
Ìè ùå ðàç ïîêàçàëè, ùî ïðè ö³ëèõ íåãàòèâíèõ çíà-

÷åííÿõ ³íäåêñó ïðÿìå ðîçêëàäåííÿ â ðÿä äàº ò³ëüêè îäíå 
íåçàëåæíå ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, àëå â íàéáëèæ÷³é 
îêîë³ íóëüîâîãî é êîæíîãî íåãàòèâíîãî ö³ëîãî çíà÷åííÿ 
³íäåêñó ³ñíóþòü äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ íå 
ñï³âïàäàþòü, àëå ïðè íàáëèæåíí³ çíà÷åííÿ ³íäåêñó äî 
ö³ëîãî ÷èñëà àáî íóëÿ âîíè íàáëèæàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî 
ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè:

lim  (x)=(—1) lim  (x)      (2.5.12)

Öå âàæëèâà âëàñí³ñòü áóäå âèêîðèñòàíà äëÿ îòðè-
ìàííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà — äðóãîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ ïðè ö³ëèõ 
³íäåêñàõ ñêîðèñòàºìîñÿ òèì, ùî ïðè íåö³ëèõ ³íäåêñàõ 
äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ³ñíóþòü ³ âîíè òàê³, 
ùî º äèôåðåíöþºìèìè. Ðîçêðèºìî íåâèçíà÷åí³ñòü, ïðî-
äèôåðåíö³þâàâøè ïðàâó ÷àñòèíó çà ïðàâèëîì Ëîï³òàëÿ:

 (x)= lim——   (2.6.2)

Íàì äîñòàòíüî îòðèìàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ (2.6.2) 
äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó — íóëüîâîãî ³íäåêñó, ï³ñëÿ ÷îãî 
çàñòîñóâàòè çíàéäåí³ ðàí³øå ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. ßêùî öåé äðóãèé íåçàëåæíèé 
ðîçâ’ÿçîê ³ñíóº, ³íø³ ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ìîæóòü 
áóòè îòðèìàí³ íà ï³äñòàâ³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

Â³äçíà÷èìî, ùî ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç äîâ³ëüíèì ³íäåêñîì áóëè îòðèìàí³ áåç 
âèêîðèñòàííÿ òðàäèö³éíèõ ðîçêëàäåíü â ðÿä ò³ëüêè íà 
ï³äñòàâ³ çàãàëüíîãî âèäó êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, òîìó 
âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ äëÿ íåíó- 
ëüîâèõ ö³ëèõ ³íäåêñ³â ôóíêö³é Íåéìàíà êîðåêòíî.

 (x)= lim——=

      =——        

Ïðîäèôåðåíö³þºìî ðîçêëàäåííÿ â ðÿä (2.5.9) ïî÷ëåí-
íî ïî ïàðàìåòðó , âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ãàììà-
ôóíêö³é Åéëåðà, ³ ñïðÿìóâàâøè ïàðàìåòð  äî íóëÿ, 
îòðèìàºìî ðîçêëàäåííÿ

 (x)=— (x)ln —+C —    (2.6.3)

   — —     ——  1+—+...+—

—  (x)cos p— (x)
— sin p


n 3n ä

ä

ä
ä

—  (x)cos p— (x)
— sin p


0 30 ä

ä

ä
ä

ä (x)
ä

2
p

52


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§ 6. Циліндрові функції Неймана  

Ó òâåðäæåíí³ 2 áóëî äîâåäåíî, ùî ïðè íåö³ëîìó 
³íäåêñ³ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìàº äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ 
ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ ðîçêëàäåííÿ 
â ðÿä (2.5.9). Ïðîòå â õîä³ ì³ðêóâàíü âèÿâèëèñÿ äåÿê³ 
îñîáëèâîñò³ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåãàòèâíèì ³íäåêñîì, 
íåçðó÷í³ â ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàíí³ (íàïðèêëàä, ïðè 
ðåàë³çàö³¿ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ³ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåííÿõ 
íà êîìï’þòåð³). Òîìó ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ â ÷èñòîìó 
âèä³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íåö³ëèì íåãàòèâíèì ïàðàìåòðîì 
çíàõîäÿòü äîñòàòíüî ð³äêî.

Äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì (çîêðåìà 
íåãàòèâíèì), ÿê³ ðîçãëÿäàëèñÿ îêðåìî, áóëè çíàéäåí³  
ÿâí³ ê³íöåâ³ ðÿäè, ùî ïðåäñòàâëÿþòü åëåìåíòàðí³ ôóíê-
ö³¿ (ñòåïåíåâ³ òà òðèãîíîìåòðè÷í³), ³ îòðèìàí³ ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ äëÿ îá÷èñëåíü âñ³õ íåîáõ³äíèõ ÷èñëîâèõ 
êîåô³ö³ºíò³â öèõ ðÿä³â. 

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ ïîòðåá ð³äêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôóí-
êö³¿ Áåñåëÿ ç âåëèêèìè ³íäåêñàìè, òîìó ïðÿìå îá÷èñëåííÿ 
öèõ ôóíêö³é çà îáìåæåíèì ðÿäîì åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é 
âèêîíóºòüñÿ áåç óñêëàäíåíü. Çàâäÿêè öèì îñîáëèâîñòÿì 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì ÷àñòî 
âèä³ëÿþòü â îêðåìèé êëàñ.

Äëÿ òîãî, ùîá çãëàäèòè äåÿê³ íåãàòèâí³ îñîáëèâîñò³ 
ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåö³ëèì íåãàòèâíèì 
³íäåêñîì, Âåáåðîì áóëà ââåäåíà ôóíêö³ÿ, ùî º ñóìîþ 
äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ â 
ë³òåðàòóð³ íàçâàíà ôóíêö³ºþ Íåéìàíà:

 (x)=—äëÿ l 0   (2.6.1)

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà òàêîæ ïðèéíÿòî íàçèâàòè öèë³íä-
ðîâèìè ôóíêö³ÿìè äðóãîãî ðîäó ³íäåêñó . Çà ðàõóíîê 
ââåäåííÿ ó ôîðìóëó òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ïðè ö³ëèõ 
çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ôóíêö³¿ Íåéìàíà ³ñíóþòü ³ º ë³í³éíî-
íåçàëåæíèìè äî ôóíêö³é Áåñåëÿ ïåðøîãî ðîäó.

 (x)cos p— (x)
sin p





Äëÿ íàï³âö³ëîãî çíà÷åííÿ ³íäåêñó ôóíêö³é Íåéìàíà 
îòðèìàºìî ÿâíèé âèðàç ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿ (ñòå-
ïåíåâ³ òà òðèãîíîìåòðè÷í³). Ðîçãëÿíåìî îäíî÷àñíî ë³í³éíó 
êîìá³íàö³þ ïàðè ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
ç ïîëîâèííèì ³íäåêñîì:

 (x)=—    (2.6.7)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëüíèé äèôåðåíö³àëüíèé 
îïåðàòîð (2.3.1) é ëåìè 2 ³ 3 ïðî çâîðîòí³é îïåðàòîð, ç 
òî÷í³ñòþ äî íåãàòèâíî¿ êîíñòàíòè â ñòóïåí³ îòðèìàºìî 
çàãàëüíèé âèä ôóíêö³é Íåéìàíà íàï³âö³ëîãî ³íäåêñó:

  (x)=(—1) x      — — (2.6.8)

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà, ÿê³ ³íîä³ òàêîæ íàçèâàþòü ôóíê-
ö³ÿìè Âåáåðà ïî ïð³çâèùó ìàòåìàòèêà, ùî çàïðîïîíóâàâ 
¿õ âèêîðèñòàííÿ, ïîâ’ÿçóþòü îäèí ç îäíèì ò³ æ ñàì³ ðåêó-
ðåíòí³ â³äíîøåííÿ, ùî ³ êëàñè÷í³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. Ôóíêö³¿ 
Íåéìàíà ³ Áåñåëÿ ç îäíàêîâèìè ³íäåêñàìè ë³í³éíî-íåçà-
ëåæí³ òà óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ’ÿçê³â 
êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, çîêðåìà äëÿ ö³ëèõ ³ 
íàï³âö³ëèõ çíà÷åíü ³íäåêñó.

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà ìàþòü â íóë³ íåóñóâíó îñîáëèâ³ñòü, 
ñòð³ìêî íàáëèæàþ÷èñü äî áåçê³íå÷íîñò³. Çàâäÿêè öüîìó 
ðîçêëàäåííÿ çà ôóíêö³ìè Íåéìàíà âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè 
îïèñ³ ïðîöåñ³â, ÿê³ º «íå³äåàëüíèìè». Ñïî÷àòêó äîñë³äæó-
ºòüñÿ âàð³àíò ðîçêëàäåííÿ çà ôóíêö³ÿìè Áåñåëÿ äëÿ 
«õîðîøîãî» çàâäàííÿ, ïîò³ì âèêîðèñòîâóºòüñÿ äîäàòêîâà 
óìîâà ³ âèð³øóºòüñÿ çàâäàííÿ ç ôóíêö³ÿìè Íåéìàíà.

Íàïðèêëàä, â çàâäàíí³ ç êîëèâàííÿìè òîíêî¿ êðóãëî¿ 
ìåìáðàíè âèêîðèñòîâóºòüñÿ ðîçêëàäåííÿ çà ôóíêö³ÿìè 
Áåñåëÿ, ÿêùî ìåìáðàíà ö³ë³ñíà («ãàðíà ìåìáðàíà»), ³ 
äîäàºòüñÿ ðîçêëàäåííÿ çà ôóíêö³ìè Íåéìàíà, ÿêùî â 
ìåìáðàí³ º êðóãëèé îòâ³ð («ìåìáðàíà ç äåôåêòîì»).

Ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü ïî ïîâåðõí³ êðóãëîãî îçåðà 
ìîæå áóòè îïèñàíå çà äîïîìîãîþ ôóíêö³é Áåñåëÿ. Àëå 
ÿêùî â îçåð³ çíàõîäèòüñÿ îñòð³â, ÿêèé ñïîòâîðþâàòèìå 
³äåàëüíó êàðòèíó ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü, äî ðîçâ’ÿçêó 
îáîâ’ÿçêîâî äîäàºòüñÿ âèêîðèñòàííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà.
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sin x cos 0,5p—cos x
sin 0,5p

n+1/2

1/2

—2
p

n n+1/2 n
x
1/2 (x)

*

*

äå C — ïîñò³éíà êîíñòàíòà Åéëåðà, íàáëèæåíå çíà-
÷åííÿ ÿêî¿ ñêëàäàº 0,5772157...

Âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ãàììà-
ôóíêö³é Åéëåðà, ùî ïðèâîäÿòüñÿ áåç äîêàçó:

C= lim 1+—+...+— — ln n  h 0,5772157...

—   =—C   äå k — ö³ë³ ÷èñëà

—   =—C +1+—+...+—   (2.6.4)

Çíà÷åííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà äëÿ íåíóëüîâîãî ö³ëîãî 
³íäåêñó çíàõîäèòüñÿ çà ïðàâèëîì Ëîï³òàëÿ ç (2.6.2): 

 (x)= lim (x)= lim————

    —  p  (x)sin p +p —cos p

    =—lim — — (—1) —    (2.6.5)

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà äëÿ ö³ëîãî ³íäåêñó â çàãàëüíîìó 
âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä:

 (x)=— (x)ln —+C ————      ——

   — —     ——     —

   ——     —   — +   — 

n3

1 1
n2

(u)
’(u) u=0

(u)
’(u) u=k

1 1
k-12

2
p 2

x

n-1

k=0


k !(k +n)!

k
(—1) (x/2)

n+2k

n 3n  3n
1

p cos p
ä (x)
ä



ä (x)
ä


1
p 3n

nä (x)
ä
 ä (x)

ä


n n

1
p k!

(n —k —1)!
2
x -n+2k

1
p
 n+k

m=1


k

m=1
1

m
1
m

1
p

(2.6.6)

2
x n 1

n!
n

k=1
 k

1

k=1
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§ 7. Інші циліндрові функції  

Áóäü-ÿêà ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â 
êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³é Áåñåëÿ (íåíåãà-
òèâíîãî ³íäåêñó) ³ ôóíêö³é Íåéìàíà — òàêîæ º çàãàëüíèì 
ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. ²ñíóº ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³¿ 
åêñïîíåíòè â³ä ÷èñòî óÿâíîãî àðãóìåíòó ÷åðåç ïåð³îäè÷í³ 
òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿:

exp ix=cos x+isin x  äå i =—1      (2.7.1)

exp ix=   — =   (—1) —+i(—1) —

ßêùî ïîáóäóâàòè àíàëîã³÷í³ çàëåæíîñò³ ì³æ 
ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ìîæíà 
îòðèìàòè äîñòàòíüî ö³êàâèé êëàñ ôóíêö³é. Öèë³íäðîâèìè 
ôóíêö³ÿìè òðåòüîãî ðîäó àáî ôóíêö³ÿìè Ãàíêåëÿ 
íàçèâàþòü íàñòóïí³ ôóíêö³¿:

 (x)= (x) i (x)   äå i =—1       (2.7.2)
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà 

(2.6.1) ÷åðåç ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, ìè ìîæåìî çàïèñàòè:

 (x)=———       (2.7.3)

Ïðè ä³éñíèõ çì³ííèõ ö³ ôóíêö³¿ ìàþòü êîìïëåêñí³ 
çíà÷åííÿ. Ôîðìóëè ñïðàâåäëèâ³ é ïðè ö³ëèõ ³íäåêñàõ, ÿê³ 
îòðèìóþòüñÿ øëÿõîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.

Ó çàâäàíí³ ïðî îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ä³éñíîãî àðãóìåíòó º îáðàçîì 
ñòîÿ÷î¿ õâèë³. Ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ äîçâîëÿþòü äàòè îáðàç 
õâèë³, ùî ðîçïîâñþäæóºòüñÿ. Òîìó ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ 
ãðàþòü âåëèêó ðîëü ó ô³çè÷íèõ ïðîöåñàõ, îñîáëèâî 
ïðè âèâ÷åíí³ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â â íåîáìåæåíèõ 
îáëàñòÿõ. Ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íå ò³ëüêè 
â ïðàêòè÷íèõ çàâäàííÿõ, àëå ³ â äåÿêèõ àñïåêòàõ òåîð³¿ 
ôóíêö³é Áåñåëÿ.  

2



k=0
 ix

k !


k=0
 k k

(2k)!
x

(2k+1)!
x2k 2k+1k


2



  i sin p



 (x)— (x)expip 

Ó çàâäàíí³ íà âèãèí äîâãîãî ö³ë³ñíîãî êðóãëîãî 
öèë³íäðà âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, àëå â 
çàâäàíí³ íà âèãèí ïîëîãî óñåðåäèí³ öèë³íäðà (òðóáà 
ç êðóãëèì ïåðåòèíîì îòâîðó) îáîâ’ÿçêîâî äîäàþòüñÿ 
ôóíêö³¿ Íåéìàíà, ³ ñàìå âîíè çàáåçïå÷óþòü êîðåêòíèé 
îïèñ ïàðàäîêñàëüíî¿ ñò³éêîñò³ äî âèãèíó ïîëîãî öèë³íäðà 
â ïîð³âíÿíí³ ç ö³ë³ñíèì.

Öå æ ñàìå â³äíîñèòüñÿ é äî êîðåêòíîãî îïèñó íåîïóê-
ëèõ îá’ºêò³â — òàâðîâèõ ³ äâîòàâðîâèõ áàëîê â ïîð³âíÿíí³ 
³ç çâè÷àéíèìè áàëêàìè, ïðÿìîêóòíèìè â ïåðåòèí³.

Ñàìå ôóíêö³¿ Íåéìàíà äîçâîëÿþòü êîðåêòíî îïè-
ñàòè ñò³éê³ñòü áàëîê ñêëàäíî¿ ôîðìè, ïîðîæíèñòèõ òðóá ³ 
òîíêèõ ëèñò³â, ñôîðìîâàíèõ ó ôîðì³ ãàðìîøêè, äî âèãèíó 
é ï³äâèùåíèõ íàâàíòàæåíü, ïðè ÿêèõ ïëîñê³ ëèñòè ³ 
ïðÿìîêóòí³ áàëêè âæå ñèëüíî ïðîãèíàþòüñÿ.

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà äîçâîëÿþòü êîðåêòíî îïèñóâàòè 
ïðîöåñ ïîáëèçó äåÿêî¿ îñîáëèâîñò³ äëÿ òîãî àáî ³íøîãî 
çàâäàííÿ, ÿêå ìîäåëþº íå³äåàëüíèé ô³çè÷íèé ïðîöåñ.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ÿêèéñü ñàìîòí³é îñòð³â, ùî 
ñòî¿òü ïîñåðåä ìîðÿ, ïî ÿêîìó â³ëüíî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ 
õâèë³. Äàëåêî â³ä îñòðîâà õâèë³ ïîâîäÿòüñÿ ³äåàëüíî, 
ñòðîãî ï³äêîðÿþ÷èñü õâèëüîâîìó ð³âíÿííþ. Ïðîòå âæå â 
áëèçüêèé îêîë³ îñòðîâà âèíèêàþòü õàðàêòåðí³ îñîáëèâîñò³ 
ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü, ÿê³ íà â³ääàëåíí³ â³ä îñòðîâà 
äîñòàòíüî øâèäêî çãëàäæóþòüñÿ ³ ñòàþòü íåïîì³òíèìè. 
Öå íàî÷íî ïîêàçóº õàðàêòåð ïîâåä³íêè ôóíêö³é Íåéìàíà 
ïîáëèçó îñîáëèâîñò³.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³¿ Íåéìàíà ãðàþòü âåëè÷åçíó 
ðîëü â òî÷íîìó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ «íå³äåàëüíèõ 
ïðîöåñ³â ç äåôåêòàìè» â îêîë³ îñîáëèâîñò³. ²ãíîðóâàííÿ 
äîäàòêîâîãî ðîçêëàäåííÿ çà ôóíêö³ìè Íåéìàíà ïðè îïèñ³ 
ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â ç îñîáëèâîñòÿìè ïðèâîäèòü äî ñòâîðåí-
íÿ íåêîðåêòíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ òà ïîÿâè íåóñóâíèõ 
ìàòåìàòè÷íèõ ïñåâäîïàðàäîêñ³â.

ßêùî ïðîöåñ ïîáóäîâè àëãîðèòì³â îá÷èñëþâàëüíèõ 
ïðîöåñ³â äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ óí³âåðñàëüíèé ³ çàáåçïå÷óº 
õîðîøó çá³æí³ñòü ìàéæå â óñ³õ âèïàäêàõ, òî ïåðåä ïîáóäî-
âîþ ìîäåë³ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü äëÿ ôóíêö³é Íåéìàíà 
íåîáõ³äíî äîäàòêîâî àíàë³òè÷íî âèâ÷èòè ¿õ ïîâåä³íêó, ³ 
ëèøå ï³ñëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóâàòè òîé àáî ³íøèé àëãîðèòì. 
²íàêøå äóæå âèñîêà â³ðîã³äí³ñòü íåïðàâèëüíèõ îá÷èñëåíü 
³ íåçá³æíîñò³ àëãîðèòì³â ç ðåàë³ÿìè.
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 (x)= lim (x)= lim———

 (x)=— (—1)  lim — (x)— — (x)
×åðåç ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ç ïîäàëüøèì äèôåðåí-

ö³þâàííÿì çà ïàðàìåòðîì  ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ 
ôóíêö³ÿ ³ñíóº. Ó ðàç³ ö³ëîãî ³íäåêñó ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà 
ïðèéìóòü âèãëÿä:

 (x)=(—1)   (x)ln — —C +   (2.7.7)

   + —     (—1) ——     +

   +(—1)      —   — +   —
Ìîäèô³êîâàíà ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ ³ ôóíêö³ÿ Ìàêäî-

íàëüäà óòâîðþþòü çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîäèô³êîâàíîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  = 0     (2.7.2)
z(x)=c  (x)+c  (x)      (2.7.8)
Ìè äåòàëüíî íå äîñë³äæóºìî ðîçâ’ÿçîê ìîäèô³êî-

âàíîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Ìîæíà â³äçíà÷èòè, ùî ïðè 
ïîçèòèâíîìó çíà÷åíí³ ³íäåêñó ãðàô³êè öèõ ôóíêö³é 
íàãàäóþòü ã³ïåðáîëó 

z(x)xconst 
³ ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ çì³ííî¿ ðîñòóòü ðàçîì ³ç 

çíà÷åííÿì ³íäåêñó. Ìîäèô³êîâàí³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ìîíî-
òîííî ðîñòóòü ³ç çðîñòàííÿì çì³ííî¿. Ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà 
ìàþòü â íóë³ íåóñóâíó îñîáëèâ³ñòü ³ ìîíîòîííî óáóâàþòü 
³ç çðîñòàííÿì çì³ííî¿, íàáëèæàþ÷èñü äî íóëÿ íà 
áåçê³íå÷íîñò³. Ö³ ôóíêö³¿ àêòóàëüí³ â åëåêòðîäèíàì³ö³.

n 3n 
—  (x)— (x)

— sin p
 

ä
ä

ä
ä

3n
p
2

n 2
1 n

3n
ä
ä

ä
ä 

2
p

2
xn-1

k=0


k !(k +n)!
(x/2)

n+2k

n
n+1

1
k!

(n —k —1)!
2

-n+2k

k=0

 n+k

m=1


k

m=1
1

m
1
m

n

k

n

2 2 2

21  

Çàì³íèìî â ð³âíÿíí³ Áåñåëÿ ³ ðîçêëàäåíí³ â ðÿä 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ä³éñíó çì³ííó x  íà ÷èñòî óÿâíó çì³ííó 
ix  ³ çàïèøåìî: 

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  = 0     (2.7.2)

 ( ix)=    (—1) ——

Ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ ÷èñòî óÿâíîãî àðãóìåíòó ìàº ïåâíó 
íåçðó÷í³ñòü — ïðè ïàðíîìó ³íäåêñ³ âîíà º ä³éñíîþ ôóíê-
ö³ºþ, à ïðè íåïàðíîìó º ÷èñòî óÿâíîþ ôóíêö³ºþ. Ùîá 
ïîçáàâèòèñÿ â³ä ö³º¿ íåçðó÷íîñò³ òà îòðèìàòè ä³éñíó 
ôóíêö³þ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó, ââîäÿòü 
ìîäèô³êîâàíó ôóíêö³þ Áåñåëÿ: 

 (x)= ( ix)exp ip/2       (2.7.3)

 (x)=    ——      (2.7.4)

Çà äðóãèé ÷àñòèííèé ë³í³éíî-íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (2.7.2), ùî íàçèâàºòüñÿ ìîäèô³êîâàíèì ð³âíÿííÿì 
Áåñåëÿ, çàçâè÷àé ïðèéìàþòü ôóíêö³þ ôóíêö³ºþ Ìàêäî-
íàëüäà, ÿêà º ä³éñíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó ä³éñíîìó çíà÷åíí³ 
³íäåêñó: 

 (x)=— (x)      (2.7.5)

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³ÿ Ìàêäîíàëüäà íåö³ëîãî ³íäåêñó 
òàêîæ º ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³é Áåñåëÿ ïîçèòèâíîãî 
³ íåãàòèâíîãî ³íäåêñó:

 (x)= ——      (2.7.6)

Äîêàç ³ñíóâàííÿ ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà ö³ëîãî 
³íäåêñó ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî äîêàçó ³ñíóâàííÿ ôóíêö³é 
Íåéìàíà ö³ëîãî ³íäåêñó — äèôåðåíö³þâàííÿì çà ïðàâè-
ëîì Ëîï³òàëÿ.

2 2 2





k=0
 k ix /2)2k+

k ! (+k +1)

 





k=0
 x/2)2k+

k ! (+k +1)

2
ip exp ip/2

 

p
2  sin p

 (x)— (x) 
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Ïðè íàáëèæåíí³ äî íóëÿ ñïðàâà (ç áîêó ïîçèòèâ- 
íèõ çíà÷åíü çì³ííî¿) ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ óáóâàº. Ïðè íàáëè-
æåíí³ äî íóëÿ ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ ç íåö³ëèì íåãàòèâíèì 
³íäåêñîì íàáëèæàºòüñÿ äî áåçê³íå÷íîñò³ òà ìàº íåóñóâíèé 
ðîçðèâ.

Необмежені в нулі функції Неймана. Âñ³ ôóíêö³¿ Íåé-
ìàíà â íóë³ ìàþòü íåóñóâíèé ðîçðèâ ³ íàáëèæàþòüñÿ äî 
áåçê³íå÷íîñò³. Ó ðàç³ íåö³ëîãî ³íäåêñó âèêîðèñòîâóºòüñÿ 
ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³¿ Íåéìàíà ÷åðåç ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 
ïîçèòèâíîãî ³ íåãàòèâíîãî ³íäåêñó (2.6.1) ³ îñîáëèâîñò³ 
ïîâåä³íêè ôóíêö³é Áåñåëÿ, ùî âõîäÿòü äî ôîðìóëè: 

lim   (x)= — äëÿ = n       (2.8.4)
Ïðè ö³ëèõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó âèêîðèñ-

òîâóþòüñÿ ïî÷àòêîâ³ ÷ëåíè ðîçêëàäåííÿ ðÿäó (2.6.6): 

 (x)d — (x) ln — — —(n— 1)!—     (2.8.5)

Íàáëèæåííÿ äî áåçê³íå÷íîñò³ îáóìîâëåíå íàÿâí³ñòþ 
ëîãàðèôì³÷íîãî ³ ñòåïåíåâîãî ÷ëåíà ðîçêëàäåííÿ ðÿäó.

Ïðè âèð³øåíí³ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà çàçâè÷àé ðîçãëÿäàþòü ò³ëüêè 
ïîçèòèâí³ çíà÷åííÿ çì³ííî¿ — ïîøóê ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ 
ïðîâîäèòüñÿ íà ïîçèòèâí³é ï³ââ³ñ³.

Ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ íåíåãà-
òèâíîãî ³íäåêñó ³ ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ó äîñòàòíüî ìàëîìó 
îêîë³ íóëÿ äîçâîëÿº îòðèìóâàòè äóæå õîðîø³ ê³íöåâ³ 
ïîñë³äîâíîñò³, ùî øâèäêî ñõîäÿòüñÿ é ñêëàäàþòüñÿ ç 
ìàëîãî ÷èñëà ÷ëåí³â ðÿäó.

Ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà â ìàëèõ 
îêîë³ íóëÿ ³ ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ìàº ïåâí³ îñîáëèâîñò³.

Äëÿ òîãî, ùîá êîðåêòíî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñåëüí³ 
ìåòîäè ³ êîìï’þòåðí³ àëãîðèòìè, íåîáõ³äíî âèêëþ÷àòè 
ç ðîçãëÿäó äóæå ìàë³ îêîëè íóëüîâîãî çíà÷åííÿ çì³ííî¿ 
ôóíêö³é Íåéìàíà — òîáòî îêîëè, â ÿê³õ ôóíêö³¿ Íåéìàíà 
ìàþòü âèðàæåíó íåóñóâíó îñîáëèâ³ñòü, ïðèéìàº íàäòî 
âåëèê³ çíà÷åííÿ ³ íàáëèæàþòüñÿ äî áåçê³íå÷íîñò³. 
Ïîâåä³íêà ôóíêö³é Íåéìàíà ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ â ö³-
ëîìó â ö³é «êðèòè÷í³é» îêîë³ âèâ÷àºòüñÿ îêðåìî.  

x3+0
/

2
p 2

x
n n

1
p

2
x
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§ 8. Поведінка циліндрових функцій 
в околі нуля  

Ðîçãëÿíåìî ïîâåä³íêó öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é â îêîë³ 
íóëÿ — ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿. Ïðî 
ïîâåä³íêó öèõ ôóíêö³é ìè ìîæåìî ñóäèòè, äîñë³äæóþ÷è 
ïîâåä³íêó áåçê³íå÷íèõ ðÿä³â (2.5.8), (2.5.9) ³ (2.6.6) â îêîë³ 
ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Îñê³ëüêè ÷ëåíè öèõ ðÿä³â óáóâàþòü 
äîñòàòíüî øâèäêî, ïîâåä³íêó ôóíêö³é ìîæíà âèçíà÷èòè ïî 
äåê³ëüêîõ ïåðøèõ ÷ëåíàõ ðîçêëàäåííÿ ðÿäó. Ðîçãëÿíåìî 
ð³çí³ òèïè öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é. 

Обмежені функції Беселя з нульовим індексом. Ðîçãëÿäà- 
þ÷è ðîçêëàäåííÿ (2.5.8) â îêîë³ íóëÿ, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, 
ùî íåõòóþ÷è ÷ëåíàìè, ÿê³ øâèäêî óáóâàþòü,

  (x)d 1 — x /4 + ...     è   (0)=1       (2.8.1)
Ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ ç íóëüîâèì ³íäåêñîì â íóë³ ð³âíà 

îäèíèö³ òà óáóâàº ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Обмежені функції Беселя з ненульовим індексом. Ðîçãëÿ-
íåìî ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ïðè áóäü-ÿêèõ íåíóëüîâèõ 
ïîçèòèâíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó:

 (x)d— äëÿ >0 ³  (0)=0     (2.8.2)

Ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ ç íåíóëüîâèì ³íäåêñîì â íóë³ ð³âíà 
íóëþ ³ çðîñòàº ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Необмежені в нулі функції Беселя з нецілим індексом. 
Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ïðè áóäü-ÿêèõ íåö³ëèõ 
íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó:

 (x)d— äëÿ >0       (2.8.3)

lim   (x)= + — íåóñóâíà îñîáëèâ³ñòü.

0
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
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§ 9. Корені розв’язків рівняння Беселя  

Äëÿ òîãî, ùîá çðîçóì³òè, ÿê³ êîðåí³ ìàþòü ð³øåííÿ 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, íåîáõ³äíî ðîçãëÿíóòè ïîâåä³íêó ôóíêö³é 
Áåñåëÿ äàëåêî â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ðîçãëÿíåìî 
ð³âíÿííÿ, äî ÿêîãî ïðèâîäèòüñÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

(x)=y (x)/   x     äëÿ âñ³õ          (2.1.6)
Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó îáìåæåíîìó 

çíà÷åíí³ ³íäåêñó ôóíêö³é Áåñåëÿ ïîòåíö³àë â³äïîâ³äíîãî 
éîìó ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ íàáëèæàºòüñÿ äî íóëÿ:

lim——=0   äëÿ âñ³õ     (2.9.1)

Òîìó º ï³äñòàâè ââàæàòè, ùî é êîðåí³ ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ïðè â³ääàëåíèõ â³ä íóëÿ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ íàáëè-
æàòèìóòüñÿ äî êîðåí³â õâèëüîâîãî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ ïðè âñ³õ îáìåæåíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó:

y ’’(x)+y (x)=0  äëÿ âñ³õ       (2.9.2)
Ïðè äîñòàòíüî â³ääàëåíèõ â³ä íóëÿ çíà÷åííÿõ çì³í-

íî¿ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2.1.5) íàáëèæàºòüñÿ äî ë³í³éíî¿ 
êîìá³íàö³¿ äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
êîëèâàëüíèõ ôóíêö³é: 

y (x) с sin x +с cos x  ïðè x3+    (2.9.3)
ßêùî ðîçãëÿäàòè äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ÷àñòèíí³ 

ðîçâ’ÿçêè õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ÿêèì â³äïîâ³äàþòü äâ³ 
ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ïîçèòèâíèì òà 
íåãàòèâíèì ³íäåêñîì (àáî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ òà Íåéìàíà), 
ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî êîðåí³ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ñíóþòü 
òà ïðè çðîñòàíí³ çì³ííî¿ íàáëèæàþòüñÿ äî ïîñò³éíîãî 
³íòåðâàëó p . Äîñë³äæåííÿ êîðåí³â ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ñòî-
ðè÷íî ïîâ’ÿçàí³ ç ðîçâ’ÿçêîì ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

x
—1 /2 +1 /2 

2 







—

21

x3 x
—1 /2 +1 /2 

2

Твердження 4. Все корені розв’язків рівняння Бе-
селя, окрім можливо нуля, є простими.

Доказ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó öèë³íäðîâó ôóíêö³þ 
z(x) , ÿêà ìàº êîðåí³ ïðè â³äì³ííèõ â³ä íóëÿ çíà÷åííÿõ 
çì³ííî¿: 

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ³ñíóº õî÷à á îäèí êîð³íü 

ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ, ÿêèé íå º ïðîñòèì ³ ìàº ïîðÿäîê 
âèùå çà îäèíèöþ, öå îçíà÷àº, ùî é ïåðøà ïîõ³äíà ö³º¿ 
ôóíêö³¿ ð³âíà íóëþ:

z(x  )  = 0  òà  z ’(x  )  = 0  ïðè x = 0
Ï³äñòàâèâøè ö³ çíà÷åííÿ â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, îòðè-

ìàºìî âèìîãó òîòîæíî¿ ð³âíîñò³ íóëþ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ 
äàíî¿ ôóíêö³¿.

z ’’(x  )  = 0    ïðè x = 0
Ïðîäèôåðåíö³þºìî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ ï³äñòàâèìî 

òóäè îòðèìàí³ çíà÷åííÿ êîðåíÿ ôóíêö³¿, ïåðøî¿ òà äðóãî¿ 
ïîõ³äíèõ. Ìè îòðèìàºìî âèìîãó ð³âíîñò³ íóëþ òðåòüî¿ 
ïîõ³äíî¿ ïðè íåíóëüîâèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿.

Ïðîäîâæóþ÷è âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¿ 
³íäóêö³¿, àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ òîòîæíà ð³âí³ñòü íóëþ âñ³õ 
ñòàðøèõ ïîõ³äíèõ. Çâ³äñè âèò³êàº, ùî ôóíêö³ÿ òîòîæíî 
ñòàº íóëåì ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿. Öå íåìîæëèâî, 
îñê³ëüêè ðàí³øå ìè äîâåëè ³ñíóâàííÿ íåâèðîäæåíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ.

Òîìó ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ïîçà íóëåì ìîæå 
ìàòè ò³ëüêè ïðîñò³ êîðåí³. Твердження доведене.

ßêùî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ïîçèòèâíèì ³íäåêñîì ìàþòü 
êîð³íü â íóë³, òî éîãî ïîðÿäîê ñï³âïàäàº ç ³íäåêñîì ôóí-
êö³¿ Áåñåëÿ. Öå áåçïîñåðåäíüî âèò³êàº ç çàãàëüíîãî âèäó 
ðîçêëàäåííÿ ðÿäó.

Ïðè çíà÷åíí³ ³íäåêñó á³ëüøå —1 ôóíêö³¿ Áåñåëÿ íå 
ìàþòü ÷èñòî óÿâíèõ ³ êîìïëåêñíèé êîðåí³â. Öå âèò³êàº 
ç âëàñòèâîñòåé ôóíêö³é ³ ïîâ’ÿçàíèõ ³íòåãðàë³â, â ÿê³ 
òðàíñôîðìóþòüñÿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ïðè çàì³í³ ä³éñíîãî 
çì³ííîãî íà ÷èñòî óÿâíèé (ìîäèô³êîâàí³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 
òà ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà, ùî ìîíîòîííî çðîñòàþòü àáî 
óáóâàþòü íà ïîçèòèâí³é ï³ââ³ñ³).

2 2 2

/ 
0 0 0

/ 
0 0
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Твердження 5. Корені послідовних розв’язків рів-
няння Беселя перемежається один з одним:

z (x  )  = z (x )  = z (x )  = z (x )  =...=0 

де    0mx < x < x < x < ...   для l 0    (2.9.4)
Доказ. Ñêîðèñòàºìîñÿ ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåí-

íÿìè äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Ïðîäèôåðåíö³þºìî 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ïîìíîæåíèé íà äåÿêó ñòåïå-
íåâó ôóíêö³þ:

—x z (x) = w x    z (x)+x z ’ (x)     (2.9.5)

z (x)=  — z (x)— z ’ (x)   äëÿ âñ³õ 

Òîìó ìè ìîæåìî çàïèñàòè âèðàç (2.9.5)
 
—x z (x) = w x    z (x)+

  +x — z (x)—z (x )
ßêùî ïîêëàñòè ââåäåíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà w, ÿêèé 

äîð³âíþº w = —   çíà÷åííÿ ³íäåêñó ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áå-
ñåëÿ, òîä³ òîòîæí³ñòü ïðèéìå íàñòóïíèé âèãëÿä: 

—x z (x) = — x z (x  )      (2.9.6)
Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç 

³íäåêñîì V ³ äâà éîãî ñóñ³äí³õ êîðåí³: 

z (x  )  = z (x )   äëÿ x < x

 +1 +121 43
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dx
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
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
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
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x

Ìàë. 4. Ïåðåì³æí³ êîðåí³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ

z (x)

+1z  (x)x
x

x x1

2

3 4

dx
d


-

+1
-

1 3 1 3

Â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè Ðîëëÿ, ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè 
êîðåíÿìè ãëàäêî¿ ôóíêö³¿, òàêî¿, ùî äèôåðåíö³þºòüñÿ, 
ïîìíîæåíî¿ íà ìîíîòîííó ôóíêö³þ, ùî íå ì³íÿº çíàêó, 
ïîâèíåí çíàõîäèòèñÿ õî÷ îäèí ìàêñèìóì àáî ì³í³ìóì, â 
ÿêîìó ïåðøà ïîõ³äíà äîáóòêó ñòàº íóëåì. Öå îçíà÷àº, ùî 
³ñíóº òàêà êðàïêà , ùî

0m x <  < x     é    z ()’ =0    (2.9.7)
Ï³äñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ â îòðèìàíå ð³âíÿííÿ 

(2.9.6), ÿêå âèêîíóºòüñÿ ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿, ìè 
äîâåëè, ùî ì³æ äâîìà êîðåíÿìèè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ç ³íäåêñîì  ïîâèíåí çíàõîäèòèñÿ õî÷à á îäèí 
êîð³íü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ç ³íäåêñîì +1.

Äëÿ äîêàçó òîãî, ùî ì³æ äâîìà êîðåíÿìèè ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç ³íäåêñîì +1 çíàõîäèòüñÿ õî÷à á 
îäèí ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç ³íäåêñîì , ïîâòîðèìî 
ì³ðêóâàííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãå ðåêóðåíòíå â³äíîøåííÿ 
ì³æ ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

z (x)=  — z (x  )+ z ’  (x)   äëÿ âñ³õ 

—x z (x) = w x    z (x)+x  z ’  (x)  =

    =  w x    z (x)+x z (x)— — z  (x)
ßêùî ïîêëàñòè ââåäåíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà w, ùî 

äîð³âíþº w =   çíà÷åííþ ³íäåêñó ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, òîòîæí³ñòü ïðèéìå âèãëÿä: 

—x z  (x) = x z (x )       (2.9.8)
²ñíóâàííÿ õî÷à á îäíîãî êîðåíÿ äîâîäèòüñÿ àíàëî-

ã³÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Ïðîâ³âøè ì³ðêóâàííÿ â îáèäâ³ 
ñòîðîíè äëÿ äâîõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ïîâ’ÿçàíèõ 
ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåííÿìè, ìè äîâåëè íå ò³ëüêè ³ñíó-
âàííÿ ïåðåì³æíîãî îäèí ç îäíèì êîðåíÿ, àëå é òå, ùî 
ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè êîðåíÿìè îäíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ³ñíóº ò³ëüêè îäèí êîð³íü ïîâ’ÿçàíîãî ç íèì 
ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåííÿìè ³íøîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ç ³íäåêñîì, â³äì³ííèì íà îäèíèöþ.  

Утверждение доказано.
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Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, 
ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî. ßêùî ³ñíóþòü äâà 
ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, òî âîíè çà-
äîâîëüíÿþòü íàñòóïíîìó â³äíîøåííþ:

z (x)z ’ (x)—z ’ (x)z (x)= c /x     (2.9.9)
äå  c= 0  — äåÿêà êîíñòàíòà.
ßêùî ìè ï³äñòàâèìî â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  x +   z(x)  =0     (2.7.2)
ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ç ôîðìàëüíèì ïîçèòèâíèì 

³íäåêñîì ³ ïîìíîæèìî íà ðîçâ’ÿçîê ç ôîðìàëüíèì íåãà-
òèâíèì ³íäåêñîì, ïîò³ì â öå æ ð³âíÿííÿ ï³äñòàâèìî 
ðîçâ’ÿçîê ç íåãàòèâíèì ³íäåêñîì, ïîìíîæåíèé íà ðîçâ’ÿçîê 
ç ïîçèòèâíèì ³íäåêñîì, à ïîò³ì â³äí³ìåìî ïåðøå îòðèìàíå 
ð³âíÿííÿ ç äðóãîãî, ìè îòðèìàºìî:

z (x)—xz (x) —z (x)—xz (x) = 0

àáî —x(z (x)z ’ (x)—z ’ (x)z (x)) = 0

Ôîðìàëüíî ïðî³íòåãðóâàâøè îòðèìàíèé âèðàç, 
îòðèìàºìî òîòîæí³ñòü (2.9.9), ÿêó é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. 
Ë³âà ÷àñòèíà òîòîæíîñò³ íàçèâàºòüñÿ âèçíà÷íèêîì 
Âðîíñüêîãî àáî âðîíñê³àíîì ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ: 

Â(z (x) , z (x))=                       (2.9.10)

ßêùî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ë³í³éíî-íåçàëåæí³, 
òî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî äëÿ íèõ íåâèðîäæåíèé. ßêùî 
ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ë³í³éíî-çàëåæí³, òî âèçíà÷íèê Âðîí-
ñüêîãî òîòîæíî âèðîäæóºòüñÿ â íóëü.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âèçíà÷íèêà Âðîíñüêîãî äëÿ ôóíê-
ö³é Áåñåëÿ ñêîðèñòàºìîñÿ ðîçêëàäåííÿì öèõ ôóíêö³é â 
ðÿä ³ îòðèìàºìî êîíñòàíòó ïðè äåÿêîìó êîíêðåòíîìó 
çíà÷åíí³ çì³ííî¿. Îñê³ëüêè âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî ìàº 
âèãëÿä (2.9.9), ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ö³º¿ ð³âíîñò³ íà 
x  òà ïîêëàäåìî íóëüîâå çíà÷åííÿ çì³ííî¿ (çðó÷íå ïðè 
ðîçãëÿä³ ðîçêëàäåííÿ â ðÿä).

 -  -
/ 

2 2 2

dx
d

 - dx
d

- 

dx
d

 - -

 -

z (x)   z (x)
z ’ (x)  z ’ (x)

 -

 -

 (x)=—1+O(x )      (2.9.11)

’ (x)=—1+O(x )
äå  lim O(x ) /x < — ïîçíà÷åííÿ.

Ï³äñòàâèìî îòðèìàí³ çíà÷åííÿ â (2.9.9) ³ çàïèøåìî 

 (x)’ (x)—’ (x) (x)=

  = ——+O(x)        

Çâ³äñè íàáóäåìî çíà÷åííÿ êîíñòàíòè c òà âèçíà÷-
íèêà Âðîíñüêîãî äëÿ äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ôóíêö³é 
Áåñåëÿ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

 (x)’ (x)—’ (x) (x)= ——    (2.9.12)

Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì âñòàíîâëþºòüñÿ â³äíîøåííÿ ì³æ 
äðóãîþ ïàðîþ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ — ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íåíåãàòèâíèì ³íäåêñîì ³ 
ôóíêö³¿ Íåéìàíà, ùî ³ñíóþòü ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó 
(âêëþ÷àþ÷è é ö³ë³):

 (x) ’ (x)—’ (x) (x)= 2 /p x)    (2.9.13)
Äëÿ âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè êîðåí³â äâîõ ë³í³éíî-íåçà-

ëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ âèêîðèñòîâóºìî 
îòðèìàíîãî óçàãàëüíåíîãî âèçíà÷íèêà Âðîíñüêîãî (2.9.9), 
ÿêèé â öüîìó âèïàäêó íå âèðîäæåíèé.

Твердження 6. Корені двох лінійно-незалежних 
розв’язків рівняння Беселя, що мають один і той же 
індекс, перемежається один з одним.

z (x  )  = z (x )  = z (x )  = z (x )  =...=0 

де   0mx < x < x < x < ...   для l 0    (2.9.14)





(+1)
2

2( )
x/2)-1

2



2

x30

2

 -  -

x
1 —2

(+1)( ) x30

 -  - xp
2 sin p

  

21 3

1 2 3 4

4 - -

x/2)
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Доказ. Ðîçãëÿíåìî äâà ïîñë³äîâí³ êîðåí³ îäíîãî ç 
äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (äëÿ 
çðó÷íîñò³ ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê ç ôîðìàëüíî ïîçèòèâíèì 
³íäåêñîì)

z (x  )=z (x )=0
Â³äïîâ³äíî äî äîâåäåíîãî ðàí³øå, ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ 

Áåñåëÿ ïîçà íóëåì ìàþòü ò³ëüêè ïðîñò³ êîðåí³, à çíà÷èòü 
ïîõ³äí³ íà öèõ êîðåíÿõ íå äîð³âíþþòü íóëþ:

z ’ (x  )=0   è   z ’ (x  )=0
Ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè êîðåíÿìè ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ 

íå ì³íÿº çíàê, âîíà àáî ò³ëüêè ïîçèòèâíà, àáî ò³ëüêè 
íåãàòèâíà. Àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ ì³æ êîðåíÿìè ìàº 
äîñÿæíèé åêñòðåìóì (ìàêñèìóì àáî ì³í³ìóì), à ïîõ³äíà 
íà öüîìó åêñòðåìóì³ äîñÿãàº íóëüîâîãî çíà÷åííÿ ³ ì³íÿº 
ñâ³é çíàê íà ïðîòèëåæíèé:

sign z ’ (x  ) = (—1) sign z ’ (x  )
Âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî äëÿ ïåðøîãî ³ äðóãîãî êîðåíÿ 

ðîçâ’ÿçêó ôîðìàëüíî ïîçèòèâíîãî ³íäåêñó áóäå:

—z ’ (x  )z (x  )= c /x
—z ’ (x  )z (x  )= c /x
×åðåç òå, ùî çì³ííà x  íåíåãàòèâíà, à ïîõ³äíà ðîç-

â’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç ïîçèòèâíèì ³íäåêñîì íà êîðåí³ 
ì³íÿº çíàê, ç îòðèìàíèõ â³äíîøåíü âèõîäèòü, ùî äðóãèé 
íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç íåãàòèâíèì 
³íäåêñîì òàêîæ ì³íÿº çíàê:

sign z (x  ) = (—1) sign z (x  )
ßêùî àíàë³òè÷íà áåçïåðåðâíà ôóíêö³ÿ, ùî äèôåðåí-

ö³þºòüñÿ, ì³íÿº çíàê íà äåÿêîìó ³íòåðâàë³, öå îçíà÷àº, 
ùî âîíà ìàº íà íüîìó õî÷à á îäèí êîð³íü. Òå, ùî ì³æ 
äâîìà êîðåíÿìè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çíàõîäèòüñÿ 
ò³ëüêè îäèí êîð³íü äðóãîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ äîâîäèòüñÿ, çàñòîñóâàâøè ì³ðêóâàííÿ äëÿ ôóíêö³¿ 
ç ôîðìàëüíî íåãàòèâíèì ³íäåêñîì. Òàêèì ÷èíîì, êîðåí³ 
ïåðåìåæàþòüñÿ ³ ó äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â  
îäíîãî ð³âíÿííÿ, ³ ó ð³øåíü ð³âíÿííÿ, ïîâ’ÿçàíèõ ðåêóðåí- 
òíèì â³äíîøåííÿì, ³íäåêñ ÿêèõ â³äð³çíÿºòüñÿ íà îäèíèöþ.  

1 3 

 1  3
/ / 

1 3 

-

-





1 1 1

3 3 3

1- - 3

ßêùî êîðåí³ äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ ïîçà íóëåì ñï³âïàäóòü, òî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî 
äëÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íå â³äïîâ³äàòèìå â³äíîøåííþ (2.9.9) ³ 
çð³âíÿºòüñÿ ç íóëåì. Òîìó êîðåí³ äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç îäíàêîâèì ³íäåêñîì íå 
ñï³âïàäàþòü, à ïåðåìåæàþòüñÿ îäèí ç îäíèì.

Твердження доведене.
Äëÿ íàéìåíøîãî (íàéáëèæ÷üîãî äî íóëÿ) íåâèðîä-

æåíîãî êîðåíÿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ âèêîíóºòüñÿ â³äíîøåííÿ:

 (x )=0    äëÿ l 0 é x >0      (2.9.15)

   (+2)  < x  <   2(+1)(+3)

   (+2)  < x’ <   2  (+1)

   (—1)  < x’’ <    —1

ßêùî êîíêðåòíèé êîð³íü ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêö³þ â³ä 
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà — ³íäåêñó , òî âèÿâèòüñÿ, ùî öþ 
ôóíêö³þ òåæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê áåçïåðåðâíî çðîñòàþ÷ó 
ôóíêö³þ àðãóìåíòó .

Ïðè çðîñòàíí³ ³íäåêñó  — ïàðàìåòðà ïåðøèé 
íåíóëüîâèé êîð³íü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ â³ääàëÿºòüñÿ 
â³ä íóëÿ. Òå æ ñàìå â³äáóâàºòüñÿ ³ ç êîæíèì íàñòóïíèì 
êîðåíåì ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê 
ïàðàìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ â³ä àðãóìåíòó .

Ç ïðèâåäåíèõ âèùå ì³ðêóâàíü âèõîäèòü, ùî ÿêùî 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìàº êîðåí³, â³äì³íí³ â³ä íóëÿ, 
òî ö³ êîðåí³ óòâîðþòü áåçê³íå÷íó ìíîæèíó.

Ïðè íàáëèæåíí³ çíà÷åííÿ çì³ííî¿ äî áåçê³íå÷íîñò³ 
íà ïîçèòèâí³é ï³ââ³ñ³ ³íòåðâàë ì³æ êîðåíÿìè öüîãî 
ðîçâ’ÿçêó íàáëèæàºòüñÿ äî ïîñò³éíî¿ âåëè÷èíè. Âçàãàë³, 
äîñë³äæåííÿ ïîâåä³íêè êîðåí³â º ñêëàäíèì çàâäàííÿì.

Â³äïîâ³äíî äî ïðèïóùåííÿ Áóðæå, ð³çí³ ðîçâ’ÿçêè 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, ³íäåêñ ÿêèõ â³äð³ç-
íÿºòüñÿ íà ö³ëå ÷èñëî, íå ìàþòü ñï³ëüíèõ êîðåí³â çà 
âèíÿòêîì íóëüîâîãî.

 

— —






— —

— —
2
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Ç ïðèâåäåíèõ ì³ðêóâàíü ìîæíà çðîáèòè íàñòóïí³ 
âèñíîâêè ïðî îñîáëèâîñò³ ïîâåä³íêè êîðåí³â ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — çîêðåìà, ïîâåä³íêè ôóíêö³é Áåñåëÿ 
íåíåãàòèâíîãî ³íäåêñó, îáìåæåíèõ â íóë³.

Ìè äîâåëè, ùî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, ³íäåêñ ÿêèõ 
â³äð³çíÿºòüñÿ íà îäèíèöþ, ìàþòü ïåðåì³æí³ êîðåí³ 
(íàî÷íà ³ëþñòðàö³ÿ ïðèâåäåíà íà ìàë. 4). Á³ëüø òîãî, 
ìè ïîêàçàëè, ùî äëÿ îäí³º¿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ çíà÷åííÿ 
äîñÿæíîãî åêñòðåìóìó (ì³í³ìóìó àáî ìàêñèìóìó) ñòðîãî 
íå ñï³âïàäàº ç íóëåì äðóãî¿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, ³ íàâïàêè (º 
çñóâ îäèí ùîäî îäíîãî).

Öå ïîâ’ÿçàíî ³ç çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ 
äîêàçó ³ñíóâàííÿ êîðåí³â äî äîáóòêó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, 
ïîìíîæåíî¿ íà äåÿêó ìîíîòîííó ôóíêö³þ, ùî íå ì³íÿº 
çíàê (â äàíîìó âèïàäêó ñòåïåíåâó), — â³äíîøåííÿ (2.9.6) 
òà (2.9.8). 

Öÿ îñîáëèâ³ñòü â³äð³çíÿº ôóíêö³¿ Áåñåëÿ â³ä 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ êîëèâàëüíèõ ôóíêö³é, â ÿêèõ åêñòðåìóì 
îäí³º¿ ôóíêö³¿ ñòðîãî ñï³âïàäàº ç íóëåì ³íøî¿, ³ äóæå 
óñêðóòíþº àíàë³òè÷íèé ïîøóê ðîçâ’ÿçê³â — êðàïîê, äå 
âèêîíóºòüñÿ òîòîæí³ñòü:

 
 —x  (x) = —F (x)= 0      (2.9.16)
 
Ðàí³øå áóëî äîâåäåíî, ùî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ íåíóëüîâîãî 

³íäåêñó ìàþòü êîð³íü â íóë³ òà â äåÿê³é éîãî îêîë³ çðîñòàþòü. 
Îñê³ëüêè íà áåçê³íå÷íîñò³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ àñèìïòîòè÷íî 
íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ (ìàþòü àñèìïòîòè÷íèé êîð³íü), öå 
îçíà÷àº, ùî ì³æ íóëåì ³ áåçê³íå÷í³ñòþ ³ñíóº õî÷à á îäèí 
äîñÿæíèé (ê³íöåâèé) ìàêñèìóì ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. ²ñíóâàííÿ 
õî÷à á îäíîãî ìàêñèìóìó ôóíêö³é Áåñåëÿ ïîçèòèâíîãî 
³íäåêñó äîâåäåíå.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåä³íêó ïåðøîãî êîðåíÿ ³ ïåðøîãî 
ìàêñèìóìó, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ùîíàéáëèæ÷å äî ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò, ó ôóíêö³é Áåñåëÿ ñòðîãî ïîçèòèâíîãî ³íäåêñó. 
Ïîçíà÷èìî â³äïîâ³äíî ïàðàìåòðè÷í³ ôóíêö³¿:

z ( )— ïåðøèé ìàêñèìóì   (x)       (2.9.17)
x ( )— ïåðøèé ï³ñëÿ íóëÿ êîð³íü  (x)  äëÿ >0
Âèõîäèòèìåìî ç ïîëîæåííÿ, ùî êîð³íü ³ñíóº.

dx
d


-

dx
d





Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ, ùî îïèñóº ïîâåä³íêó ïåðøîãî 
êîðåíÿ çàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, º òàêîþ, ùî 
ìîíîòîííî çðîñòàº ³ç çðîñòàííÿì ³íäåêñó, ³ íóëüîâèé 
êîð³íü ³ñíóº, öå òàêîæ îçíà÷àº, ùî ïðè óáóâàíí³ ³íäåêñó 
ïåðøèé íåíóëüîâèé êîð³íü íàáëèæàºòüñÿ äî íóëÿ.

Ì³æ íóëåì ³ ïåðøèì êîðåíåì ó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 
çíàõîäèòüñÿ ìàêñèìóì, ÿêèé òàêîæ ïîñòóïîâî çì³ùóºòüñÿ 
äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðè óáóâàíí³ ³íäåêñó.

Ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ íóëüîâîãî ³íäåêñó òà ¿¿ çíà÷åííÿ 
â íóë³, ùî äîð³âíþº îäèíèö³, º ðåçóëüòàòîì ãðàíè÷íî¿ 
ïîâåä³íêè ââåäåíèõ â ðîçãëÿä ïàðàìåòðè÷íèõ ôóíêö³é 
ïðè íàáëèæåíí³ çíà÷åííÿ ³íäåêñó äî íóëÿ â îêîë³ ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò (íóëÿ):

x ( )3 0  ïðè 3 0    é   z ( )3 0  ïðè 3 0
lim z ( )=  (0 )= 1 
Ôàêòè÷íî, ïðè íàáëèæåíí³ çíà÷åííÿ ³íäåêñó äî 

íóëÿ ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïåðøèé ìàêñèìóì 
òàêîæ íàáëèæàºòüñÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïîêè â íóë³ íå 
«çëèïàºòüñÿ» ç íèì, ùî ïîÿñíþº óÿâíèé ïàðàäîêñ ³ îñîáëè- 
â³ñòü ïîâåä³íêè â íóë³ ôóíêö³é Áåñåëÿ íóëüîâîãî ³íäåêñó.

Ïîâåä³íêà ôóíêö³é Áåñåëÿ äóæå âåëèêîãî ³íäåêñó 
òàêîæ ðîçãëÿäàºòüñÿ îêðåìî. Ïðè ïðîâåäåíí³ á³ëüøîñò³ 
äîêàç³â, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ðîçêëàäåííÿìè â ðÿä, ìè êîæíîãî 
ðàçó ïðèïóñêàëè, ùî çíà÷åííÿ ³íäåêñó ôóíêö³é Áåñåëÿ 
çâè÷àéíå. Ïðîòå ïðè íàáëèæåíí³ ³íäåêñó ôóíêö³é Áå-
ñåëÿ äî áåçê³íå÷íîñò³ ïåðøèé ìàêñèìóì íåîáìåæåíî 
â³äñîâóºòüñÿ â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî áåçê³íå÷íîñò³, à 
éîãî çíà÷åííÿ çìåíøóºòüñÿ.

Òîìó ïðè ãðàíè÷íîìó çíà÷åíí³ ³íäåêñó, ð³âíîãî 
áåçê³íå÷íîñò³ (âèïàäîê, ùî íå ðîçãëÿäàºòüñÿ â òåîð³¿), 
àñèìïòîòè÷íèé ìàêñèìóì ñï³âïàäå ç àñèìïòîòè÷íèì íóëåì, 
³ ôóíêö³ÿ Áåñåëÿ áåçê³íå÷íîãî ³íäåêñó âèðîäæóºòüñÿ â 
ïðÿìó, ùî ñï³âïàäàº ç ÷èñëîâîþ ï³ââ³ññþ.

Íà ïðàêòèö³ ïðè ïðîâåäåíí³ äîñòàòíüî òî÷íèõ îá÷èñ-
ëåíü ³ ïîáóäîâ³ äîñèòü òî÷íèõ ìîäåëåé ïðè ðîçêëàäåíí³ â 
ðÿä çà ôóíêö³ÿìè Áåñåëÿ âèêîðèñòîâóþòü íå á³ëüøå 8-12  
ïîñë³äîâíèõ ôóíêö³é Áåñåëÿ, ïîâ’ÿçàíèõ îäèí ç îäíèì 
ðåêóðåíòíèìè â³äíîøåííÿìè. À äëÿ ðÿäîâèõ ìîäåëåé âè-
êîðèñòîâóºòüñÿ íå á³ëüøå 3-4 ôóíêö³é Áåñåëÿ.  

30 0
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Íà ñüîãîäíÿ íàéá³ëüø ïðîñòèì ³ ðåàëüíèì ñïîñîáîì 
çíàõîäæåííÿ êîðåí³â ³ äîñÿæíèõ åêñòðåìóì³â (ì³í³ìóì³â 
òà ìàêñèìóì³â) ôóíêö³é Áåñåëÿ é Íåéìàíà ïîçèòèâíîãî 
³íäåêñó ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ³ íà äåÿêîìó â³ääàëåí-
í³ â³ä íüîãî º âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíî¿ êîìï’þòåðíî¿ òåõí³êè 
³ ìåòîä³â ðîçêëàäåííÿ â ðÿäè.

Êîìï’þòåðè ïîâèíí³ ìàòè ÿäðî ïðîöåñîðà äëÿ ïðî-
âåäåííÿ êîðåêòíèõ îá÷èñëåíü ç ïëàâàþ÷îþ êðàïêîþ ³ 
âáóäîâàíèé â ïðîöåñîð ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ùî äîçâîëÿº 
çä³éñíþâàòè ìàòåìàòè÷í³ îá÷èñëåííÿ ç äóæå âèñîêîþ 
òî÷í³ñòþ. Òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü ïðîöåñîðà ïîâèííà áóòè 
³ñòîòíî (íà áàãàòî ïîðÿäê³â) âèùå çà òó çàäàíó òî÷í³ñòü, 
ç ÿêîþ ïðîâîäÿòüñÿ êîíêðåòí³ àëãîðèòì³÷í³ îá÷èñëåííÿ 
êîðèñòóâà÷åì ç âèêîðèñòàííÿì ðÿä³â.

Ïåðåä ïðîâåäåííÿì êîíêðåòíèõ îá÷èñëåíü ç âèêîðèñ-
òàííÿì ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà ðåêîìåíäóºòüñÿ 
àíàë³òè÷íî âèâ÷èòè ð³âíÿííÿ ³ âèêîðèñòîâóâàí³ äëÿ íüîãî 
ðîçêëàäåííÿ ³ ôóíêö³¿. Ïîâåä³íêà ôóíêö³é Áåñåëÿ, ùî 
ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïàðàìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ â³ä çíà÷åííÿ 
³íäåêñó, º «äîñòàòíüî õîðîøîþ» — ôóíêö³¿, ó ÿêèõ ³íäåêñ 
òðîõè â³äð³çíÿºòüñÿ îäèí â³ä îäíîãî, ïîâîäÿòüñÿ äóæå 
ñõîæèì ÷èíîì ³ â íàáëèæåíèõ ïðàêòè÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ 
ìîäåëÿõ ìîæóòü áóòè ç óñï³õîì çàì³íåí³ îäíà ³íøîþ.

Ïðè ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåííÿõ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, ³íäåêñ 
ÿêèõ áëèçüêèé äî ö³ëèõ ³ íàï³âö³ëèõ çíà÷åíü, ìîæíà ¿õ 
çàì³íþâàòè íà â³äïîâ³äí³ äóæå äîáðå âèâ÷åí³ ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ ö³ëîãî òà íàï³âö³ëîãî ³íäåêñó, ðîáëÿ÷è äåÿêó 
ïîïðàâêó íà òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü (íàïðèêëàä, ïîòð³áíî 
áðàòè äåùî á³ëüøå ÷ëåí³â ðîçêëàäåííÿ ðÿäó äëÿ ïîïðàâêè 
òî÷íîñò³). Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ö³ëîãî ³íäåêñó ïðàêòè÷íî äîáðå 
âèâ÷åí³, à çíà÷åííÿ íàï³âö³ëîãî ³íäåêñó äîçâîëÿþòü âè-
êîðèñòîâóâàòè äëÿ íèõ ê³íöåâ³ ðîçêëàäåííÿ â ðÿä çà 
àíàë³òè÷íèìè ôóíêö³ÿìè.

Í³êîëè íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äóæå âåëèêó 
ê³ëüê³ñòü ôóíêö³é Áåñåëÿ äëÿ ïîáóäîâè ³òåðàö³é, îñê³ëüêè 
íàäì³ðíå çá³ëüøåííÿ ¿õ ê³ëüêîñò³ í³êîëè íå ïðèâåäå 
äî ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ ïðàêòè÷íèõ êîìï’þòåðíèõ 
îá÷èñëåíü, à ò³ëüêè ñòâîðèòü íåâèïðàâäàí³ íàâàíòàæåííÿ 
íà îá÷èñëþâàëüíó òåõí³êó, ïðîöåñîð ³ ìîæå ïîã³ðøèòè 
çá³æí³ñòü îêðåìèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â. Ó âèïàä-
êàõ âèêîðèñòàííÿ íåêîðåêòíèõ ïðîöåñîð³â ðåçóëüòàò 
íàäì³ðíèõ îá÷èñëåíü ìîæå áóòè íàäòî ïîã³ðøåíèé ³ç-çà 
ëàâèíîïîä³áíîãî íàêîïè÷åííÿ ïîãð³øíîñò³ îá÷èñëåíü.

 

Таблиця значень функцій Беселя цілого 
 і напівцілого індексу при цілих значеннях змінної

 

  (1)  (2)  (3)  (4)  (5)

0 0.765 0.224 0.260 0.397 0.178 
0.5 0.671 0.513 0.065 0.302 0.342 
1 0.440 0.577 0.339 0.066 0.328 
1.5 0.240 0.491 0.478 0.185 0.170 
2 0.115 0.353 0.486 0.364 0.017 
2.5 0.050 0.224 0.413 0.441 0.240 
3 0.020 0.129 0.309 0.130 0.365
3.5 0.007 0.069 0.210 0.366 0.410 
4 0.002 0.034 0.132 0.281 0.391 
4.5 0.001 0.016 0.078 0.199 0.334 
5 0.000 0.007 0.043 0.132 0.261 
5.5 0.000 0.002 0.022 0.083 0.191 
6 0.000 0.001 0.011 0.049 0.131 
6.5 0.000 0.000 0.001 0.028 0.086

Перші п’ять коренів функцій Беселя 
цілого індексу = 0, 1, 2 та 3

корені 0(x)=0 1(x)=0 2(x)=0 3(x)=0 0(x)=0

  1  2.405 3.832 5.136 6.380 0.894

  2  5.520 7.016 8.417 9.761 3.958

  3 8.654 10.173 11.620 13.015 7.086

  4 11.791 13.324 14.796 16.223 10.222

  5 14.931 16.471 17.960 19.409 13.361
 
Ïðèâåäåí³ òàáëèö³ íàî÷íî ïîêàçóþòü õàðàêòåð 

ïîâåä³íêè êîðåí³â ôóíêö³é Áåñåëÿ òà äàþòü íàáëèæåí³ 
çíà÷åííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç òî÷í³ñòþ äî ÷åòâåðòîãî çíàêó 
ï³ñëÿ êîìè.


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Таблиця значень функцій Беселя і Неймана

x 0(x) 1(x) 2(x) 0(x) 1(x) 2(x)
0 1.0 0.0 0.0 — — —
0.5 0.938 0.242 0.031 -0.445 -1.471 -5.440
1 0.765 0.440 0.115 0.088 -0.781 -1.651
1.5 0.512 0.558 0.232 0.382 -0.421 -0.932
2 0.244 0.577 0.353 0.510 -0.107 -0.617
2.5 -0.048 0.497 0.446 0.498 0.146 -0.381
3 -0.260 0.339 0.486 0.377 0.325 -0.160
3.5 -0.380 0.137 0.459 0.189 0.410 0.045
4 -0.397 -0.066 0.364 -0.017 0.398 0.216
4.5 -0.321 -0.231 0.218 -0.195 0.301 0.338
5 -0.178 -0.328 0.046 -0.309 0.148 0.368
5.5 -0.007 -0.341 -0.117 -0.339 -0.024 0.331
6 0.151 -0.277 -0.243  -0.288 -0.175 0.230
6.5 0.260 -0.154 -0.307 -0.173 -0.274 0.089
7 0.300 -0.005 -0.301 -0.026 -0.303 -0.061
7.5 0.266 0.135 -0.230 0.117 -0.259 -0.186
8 0.172 0.235 -0.113 0.244 -0.158 -0.263
8.5 0.042 0.273 0.022 0.270 -0.026 -0.276
9 -0.090 0.245 0.145 0.250 0.104 -0.227
9.5 -0.194 0.161 0.228 0.171 0.203 -0.128
10 -0.246 0.043 0.255 0.056 0.249 -0.006
11 -0.171 -0.177 0.139 -0.169 0.164 0.199
12 0.048 -0.224 -0.085 -0.225 -0.057 0.216
13 0.207 -0.070 -0.218 -0.078 -0.210 0.046
14 0.171 0.133 -0.152 0.127 -0.167 -0.151
15 -0.014 0.205 0.042 0.205 0.021 -0.203

   
Ïðèâåäåí³ òàáëèö³ íå º äóæå äîêëàäíèìè, îñê³ëüêè 

¿õ îñíîâíà ìåòà — äàòè çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî ïîâåä³íêó 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. 
²íòåðâàëè, äå ôóíêö³¿ ìàþòü íåãàòèâíå çíà÷åííÿ, çàáàð-
âëåí³. Íàéá³ëüø áëèçüê³ äî êîðåí³â çíà÷åííÿ ôóíêö³é 
âèä³ëåí³ æèðíèì øðèôòîì.

§ 10. Асимптотична поведінка функцій  
Беселя та Неймана 

Äîñë³äèâøè ïîâåä³íêó ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ ôóíêö³é 
Íåéìàíà íåäàëåêî â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ïîáëèçó íóëÿ), 
ìè ïåðåéäåìî äî äîêëàäí³øîãî âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¿ 
ïîâåä³íêè öèõ ôóíêö³é äàëåêî â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, 
ïðè íàáëèæåíí³ çì³ííî¿ äî áåçê³íå÷íîñò³ äëÿ îáìåæåíèõ 
³íäåêñ³â (ïàðàìåòð³â ð³âíÿííÿ).

Ìè â³äì³òèëè, ùî ïðè íàáëèæåíí³ çì³ííî¿ äî 
áåçê³íå÷íîñò³ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, äî ÿêîãî ïðèâî-
äèòüñÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

(x)=y (x)/   x     äëÿ âñ³õ          (2.1.6)
íàáëèæàºòüñÿ äî òèïîâîãî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ:

y ’’(x)+y (x)=0  äëÿ âñ³õ        (2.9.2)
Ðàí³øå ìè âñòàíîâèëè, òî äëÿ íàï³âö³ëèõ çíà÷åíü 

ôóíêö³é Áåñåëÿ ïîçèòèâíîãî ³ íåãàòèâíîãî ³íäåêñó ìîæíà 
îòðèìàòè ê³íöåâå ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ÷åðåç ñòåïåíåâ³ òà 
òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿. Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ íàï³âö³ëîãî 
³íäåêñó ìîæóòü áóòè òî÷íî âèðàæåí³ ê³íöåâèì ðÿäîì 
åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³é. Îòðèìàíå ðîçêëàäåííÿ çà åëåìåí-
òàðíèìè ôóíêö³ÿìè áóëî âèêîíàíå íà ï³äñòàâ³ ðåêóðåíòíèõ 
â³äíîøåíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ áàçîâîãî ðîçâ’ÿçêó 
õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ.

Âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíèõ ì³ðêóâàíü ïðî ñõîæ³ñòü 
ïîâåä³íêè ôóíêö³é Áåñåëÿ, ùî ìàþòü áëèçüêèé ³íäåêñ, 
ìîæíà äîïóñòèòè, ùî ïîáëèçó âñ³õ íàï³âö³ëèõ çíà÷åíü 
³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ òàêîæ ïîâîäÿòüñÿ äóæå ñõîæå. 
Òîìó ïîâåä³íêó áóäü-ÿêèõ ôóíêö³é Áåñåëÿ ìîæíà îïèñàòè, 
âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü — ³íòåð-
ïîëÿö³þ ê³íöåâèìè ðÿäàìè ñòåïåíåâèõ ³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é, àíàëîã³÷íèõ òèì, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ 
îòðèìàííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèìè ³íäåêñàìè.

x
—1 /2 +1 /2 

2 







—
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Ðîçêëàäåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ íàï³âö³ëîãî ³íäåê-
ñó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç äîáóòîê ñèíóñ³â ³ êîñèíóñ³â, 
çì³ííîãî ïîëîâèííîãî ñòóïåíÿ ³ ê³íöåâèõ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â 
íåãàòèâíîãî ñòóïåíÿ.

Òîìó é º âñ³ ï³äñòàâè ïðèïóñêàòè, ùî àñèìïòîòè÷íà 
ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ òàêîæ ìîæå áóòè 
îòðèìàíà ÷åðåç ñòåïåíåâ³ òà òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ 
ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü.

Ùîá îòðèìàòè íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ, 
ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, äî ÿêîãî çâîäèòüñÿ 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ³ øóêàòèìåìî ïîñë³äîâí³ íàáëèæåííÿ 
äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ, ñõîæîãî ç õâèëåâèì íà â³ääàëåíí³ 
â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò:

y ’’(x)+ —+1y (x)=0       (2.10.1)

y(x)    x  V sin x+W cos x+o(x   )   (2.10.2)

³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîçíà÷åííÿ lim o(z) /z = 0
Äëÿ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ìè îòðèìàºìî êëàñè÷íèé 

ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ — ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷í³ 
ôóíêö³¿. Äàë³ çàñòîñóºìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. 
Ðîçãëÿíåìî m íàáëèæåííÿ. Ï³äñòàâèìî ðÿä (2.10.2) â 
ð³âíÿííÿ (2.10.1) ³ íåõòóâàòèìåìî âñ³ìà ÷ëåíàìè ðÿäó, 
ñòóï³íü ÿêèõ á³ëüøå m ³ ñêëàäàº o(x   ) . Öå äîïóùåííÿ 
äîçâîëèòü îòðèìàòè çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó.

     2( —k)V cos x—W sin xx    +
     +( —k) ( —k—1)V sin x+W cos xx    +
     +V sin x+W cos xw x    0     (2.10.3)
Äîìíîæèìî îòðèìàíèé ðÿä íà çì³ííó x  ³ ïðî³ãíîðóºìî 

÷ëåí ðÿäó ïðè ñòóïåí³ — (m+1) 

     —2kV cos x—W sin xx   +
    +V sin x+W cos xx    k(k+1)+w 0

m

k=0
         k  k

x
w

2

 —m

z3

 —m

m

k=0
         k  k

 —k—1

 —k—2

 —k—2
 k  k

 k  k

 —km

k=0
        

 —k—1
 k  k

 k  k

 —k

 
     —2kV cos x—W sin xx   +    x   w +

 +k(k—1)V  sin x+W  cos x+o(x   )0
Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ³íäåêñ (ïàðàìåòð) ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ º íàï³âö³ëèì, ê³ëüê³ñòü 
÷ëåí³â ðÿäó áóäå çóïèíåíà íà äåÿêîìó çíà÷åíí³. ²íàêøå 
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîñë³äîâí³ íàáëèæåííÿ, ê³ëüê³ñòü ÿêèõ 
ôîðìàëüíî íå îáìåæåíà.

Îáìåæåííÿ íà ïî÷àòêîâ³ êîåô³ö³ºíòè â³äñóòí³ òà 
çàëåæàòü â³ä êîíêðåòíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ³ äîïóùåíü, 
òîìó íàñòóïí³ êîåô³ö³ºíòè äîâ³ëüí³

V é W äîâ³ëüí³ çà âèáîðîì êîíñòàíòè ³ 

x   cos x —2kV +w +k(k—1)W  =0
x   sin x 2kW +w +k(k—1)V  =0

Çâ³äñè îòðèìàºìî íàá³ð ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü:

V =W  w +k(k—1)2k    (2.10.4)

W = —V  w +k(k—1)2k 
Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â 

äëÿ äîâ³ëüíî¿ îáìåæåíî¿ ³òåðàö³¿ — ê³íöåâîãî ðÿäó íà- 
áëèæåííÿ. Îñê³ëüêè ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ 
êîåô³ö³ºíò³â ñòàðòóþòü ç íóëüîâèõ, äîâ³ëüíèõ çà âèáîðîì, 
êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿, ìè ìîæåìî 
çàïèñàòè ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ êîåô³ö³ºíò³â áóäü-
ÿêîãî ê³íöåâîãî ÷ëåíà ðÿäó ðîçêëàäåííÿ.

V =W   è  W = —V    w = 1 /2—1 /2+ 

V = —V  ———

W = —W  ——— 

m

k=0
         —k  —k

 k—1

 k  k

m

k=1
        

 —m
 k—1

0 0

 —k

 —k
 k

 k

 k—1

 k—1

 k

 k

 k—1

 k—1

 k  k—2

w+k(k—1)w+(k—1)(k—2)
1 0 1 0

4k(k—1)

 k  k—2

w+k(k—1)w+(k—1)(k—2)
4k(k—1)
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Íà â³ääàëåí³é â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìíîæèí³ 
çì³ííèõ ðÿä äîñèòü äîáðå ñõîäèòüñÿ ³ ïðè íàáëèæåíí³ 
çì³ííî¿ äî áåçê³íå÷íîñò³ äîñèòü òî÷íî îïèñóº àñèìïòîòè÷íó 
ïîâåä³íêó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Ïîãð³øí³ñòü îá÷èñëåíü ñêëàäàº x .
Òîìó ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ 

ïðåäñòàâëåíå àñèìïòîòè÷íå ðîçêëàäåííÿ â ðÿä ìàëî â³ä-
ð³çíÿºòüñÿ â³ä òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ. Ïðè äîñòàòíüî 
âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, Íåéìàíà òà 
¿õ ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ çà äîïîìîãîþ 
àñèìïòîòè÷íî¿ ôîðìóëè:

z(x)    x    V sin x+W cos x   (2.10.5)

Ïîçíà÷èìî ñòåïåíåâ³ ðÿäè ÿê     (2.10.6) 

V(x)=   V x     é  W(x)=   W x

z(x)V(x)sin x+W(x)cos xx     (2.10.7)
Ïåðåòâîðèìî îòðèìàíå â³äíîøåííÿ ó ôîðìó, çðó÷-

í³øó äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íà áåçê³íå÷íîñò³. Ðîçä³ëèìî ïðàâó ³ ë³âó 
÷àñòèíó â³äíîøåííÿ (2.10.7) íà âèðàç:

x        V (x)+W (x)       (2.10.8) 
Ìè îòðèìàëè íàñòóïíå â³äíîøåííÿ:

——=——sin x+

    +——cos x

Âèäíî, ùî â ë³â³é ÷àñòèí³ â³äíîøåííÿ ñòîÿòü ôàêòè÷í³ 
çíà÷åííÿ ñèíóñ³â ³ êîñèíóñ³â. Çàñòîñóºìî ôîðìóëè 
ñêëàäàííÿ àðãóìåíò³â òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é.

 —k—2

m

k=0
         k  k

 —k—1/2

m

k=0
        

m

k=0
         k

 —k
 k

 —k

—1/2

—
2 2—1/2

z(x)x1/2

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x)

W(x)

cos y=—— sin y=——

³ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ V=                (2.10.9)

Òîä³ âèðàç (2.10.7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³:

z(x) x  V=cos y sin x+sin y cos x 

z(x) =sin x+y V x                      (2.10.10)
Âèðàçèìî â ÿâí³é ôîðì³ çíà÷åííÿ y :

tg y = sin ycos y =W(x)V(x)
Çâ³äñè y =arc tg W(x)V(x)
² ôîðìóëó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿç-

ê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íà â³ääàëåíèõ â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò 
çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ ìîæíà âèðàçèòè òàêèì ÷èíîì:

z(x) =V x   sin x+arc tg W(x)V(x) 
Ùå îäíà åêâ³âàëåíòíà ôîðìóëà àñèìïòîòè÷íîãî ðîç- 

êëàäåííÿ ìîæå áóòè îòðèìàíà, ÿêùî ìè ââåäåìî ³íø³ 
åêâ³âàëåíòí³ â³äíîøåííÿ:

sin =—— cos =——

Òîä³ âèðàç (2.10.7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³:

z(x) x  V=sin  sin x+cos  cos x
 
z(x) =cos x— V x                      (2.10.11)
² ôîðìóëó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäåííÿ ìîæíà 

âèðàçèòè ùå îäíèì åêâ³âàëåíòíèì ÷èíîì: 

z(x) =V x   cos x—arc tg V(x)W(x) 

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x) W(x)

V (x)+W (x) 
—

2 2

1/2

—1/2

—1/2

V (x)+W (x) 
—

2 2 V (x)+W (x) 
—

2 2

V(x) W(x)

1/2

—1/2

—1/2
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Твердження  7. Поведінка розв’язків рівняння Бе- 
селя при значеннях змінної, віддалених від початку 
координат, виражається еквівалентними формулами:

z(x) f         x    sin x+arc tg W V 
z(x) f         x    cos x—arc tg V W 
где  z (x)V(x)sin x+W(x)cos xx    (2.10.7)

й  V(x)=   V x    та  W(x)=   W x

Доказ. Äîêàç öüîãî òâåðäæåííÿ âèõîäèòü ç îñîáëè-
âîñòåé àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè íåãàòèâíèõ ñòóïåí³â 
ó ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ïðè çíà÷åííÿõ çì³ííî¿, â³ääàëåíèõ 
â³ä íóëÿ ³ ïðàãíó÷èõ äî áåçê³íå÷íîñò³, ÿê³ ïðè öüîìó 
íàáëèæàþòüñÿ äî çíà÷åíü â³äïîâ³äíèõ íóëüîâèõ 
êîíñòàíò.

Твердження доведене.
Ôîðìóëè àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè áóäü-ÿêèõ 

ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç îáìåæåíèì àðãóìåíòîì 
ïîêàçóþòü â ÿâí³é ôîðì³, ùî ïðè â³ääàëåíí³ â³ä ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò öåé ðîçâ’ÿçîê íîñÿòü êîëèâàëüíèé õàðàêòåð 
ç ïåð³îäîì, áëèçüêèì äî êîëèâàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é ç äåÿêèì çñóâîì â³äíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. 
Ìàêñèìóìè ³ ì³í³ìóìè ôóíêö³¿ ïðè öüîìó íàáëèæàþòüñÿ 
äî íóëÿ ïðè çðîñòàíí³ çíà÷åííÿ çì³ííî¿.

Íàïðèêëàä, äëÿ íåâåëèêèõ çíà÷åíü ³íäåêñó ôóíêö³é 
Áåñåëÿ, âæå ïðè çíà÷åíí³ çì³ííî¿ x>8 ïðèáëèçíèé ³íòåðâàë 
ì³æ êîðåíÿìè âæå ð³âíèé p d 3,14...

Äîñë³äæåííÿ îòðèìàíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç îáìåæåíèì ³íäåêñîì 
(ïàðàìåòðîì) äîçâîëÿº ïðèïóñòèòè íàÿâí³ñòü áåçê³íå÷íîãî 
÷èñëà ìàêñèìóì³â ³ ì³í³ìóì³â ôóíêö³¿ òà ³ñíóâàííÿ áåçê³-
íå÷íîãî ÷èñëà êîðåí³â öèõ ôóíêö³é.

Ôîðìóëè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäåííÿ äîçâîëÿþòü 
îòðèìàòè ïðèáëèçí³ çíà÷åííÿ öüîãî êîðåíÿ ³ åêñòðåìóì³â 
ïðè â³ääàëåíèõ â³ä íóëÿ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿.

V +W 
—

2 2
0 0  

V +W 
—

2 2
0 0

—1/2

—1/2

0 0

0 0

—1/2

m

k=0
        

m

k=0
         k

 —k
 k

 —k

×èì ìåíøå ïî ìîäóëþ ³íäåêñ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, òèì 
øâèäøå ³ òî÷í³øå îòðèìàí³ ðîçêëàäåííÿ íàáëèæàþòüñÿ äî 
òî÷íèõ çíà÷åíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ òèì áëèæ÷å 
äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè îòðèìàí³ â 
öüîìó ïàðàãðàô³ ðîçêëàäåííÿ.

×èì á³ëüøå çíà÷åííÿ çì³ííî¿, òèì òî÷í³øå çàáåç-
ïå÷óºòüñÿ çá³æí³ñòü ³ òèì ìåíøå ÷ëåí³â àñèìïòîòè÷íîãî 
ðîçêëàäåííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ äîñòàòíüî 
òî÷íèõ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü.

Íà ïðàêòèö³ ÷àñòî çàñòîñîâóþòü êîíêðåòí³ ôîðìóëè, 
ÿê³ íå ì³ñòÿòü í³ÿêèõ äîâ³ëüíèõ ïîñò³éíèõ ³ çàáåçïå÷óþòü 
îá÷èñëåííÿ ç ïîìèëêîþ ïîðÿäêó x    

 (x)d   — cos (x—p )—— sin (x—p )
 (x)d   — sin (x—p )+— cos (x—p )
äå  p=p (2+1)4                    (2.10.12)
Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ïðèâåäåìî îá÷èñëåííÿ äâîõ çíà÷åíü 

çì³ííîþ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà ç âèêîðèñòàííÿì 
ðîçêëàäåíü (2.10.12). Îá÷èñëåííÿ áóëè ïåðåâ³ðåí³ âðó÷íó 
íà ïåðñîíàëüíîìó êîìï’þòåð³ ç âèêîðèñòàííÿì âáóäî-
âàíî¿ ïðîãðàìè ì³êðîêàëüêóëÿòîðà ç ðîçøèðåíèìè ìîæ-
ëèâîñòÿìè. Ó äóæêàõ äëÿ ïîð³âíÿííÿ âêàçàí³ çíà÷åííÿ ç 
âèùîþ òî÷í³ñòþ, âçÿò³ ç òàáëèöü öèõ ôóíêö³é.

 (10)d 0,0433  (0,0435)
 (10)d 0,0557  (0,0557)
 (10)d 0,2488  (0,2490)
Òàêèì ÷èíîì, ìè äîñë³äæóâàëè ìîæëèâîñò³ îòðè-

ìàííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
ÿê íåäàëåêî â³ä íóëÿ, òàê ³ ïðè â³ääàëåíèõ â³ä ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò çíà÷åííÿõ çì³ííî¿.

Îòðèìàí³ ôîðìóëè äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè îá÷èñëåí-
íÿ ç äóæå âèñîêîþ òî÷í³ñòþ, âèêîðèñòîâóþ÷è äîñòàòíüî 
ìàëó ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â ðÿäó òîãî ÷è ³íøîãî ðîçêëàäåííÿ.  

—5/2

—


2
px

4 —1
8x
2

—


2
px

4 —1
8x
2

0

1

1
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Çàâäàííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü 
ïðåäñòàâëÿþòü âåëè÷åçí³ ñêëàäíîù³, îñê³ëüêè ïðè 
¿õ ð³øåíí³ äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç ðÿäàìè, ùî 
ðîçõîäÿòüñÿ, àëå ÿê³ â äåÿê³é îáëàñò³ çðó÷í³ äëÿ îá÷èñëåíü 
³ çàáåçïå÷óþòü ïðîñòó îö³íêó ïîãð³øíîñò³.

Ïðè ðîçãëÿä³ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ âèíèêàþòü òðè ð³çí³ êëàñè çàäà÷ çàëåæíî 
â³ä ïîâåä³íêè ³íäåêñó ³ çì³ííî¿.

Íàéá³ëüøèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº ïðàêòè÷í³ çàäà÷³, 
ïðè ÿêèõ ³íäåêñ (ïàðàìåòð) ôóíêö³¿ ô³êñîâàíèé, à 
çì³ííà ïðÿìóº äî áåçê³íå÷íîñò³. Íàéá³ëüø ïîïóëÿðíèìè 
³ çðó÷íèìè â öüîìó âèïàäêó âèÿâëÿþòüñÿ ðîçêëàäåííÿ, 
îòðèìàí³ Ãàíêåëåì, ÿê³ ìè ïðèâîäèìî òóò áåç äîêàçó:

Õàé  p=p (2+1)4   ïðè n é x3   

 (x)d   — cos (x—p )    ——

    —sin (x—p )   —          (2.10.13)

 (x)d   — sin (x—p )    —+

    +cos (x—p )   —         (2.10.14)

Äå  (,k)=—       (2.10.15)

Çàëèøêîâèé ÷ëåí ðîçêëàäåííÿ äëÿ ðÿä³â, îòðèìà-
íèõ Ãàíêåëåì, ìàº òîé æå ïîðÿäîê, ùî ³ ïåðø³ â³äêèíóò³ 
÷ëåíè ðÿäó. Äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ é Íåéìàíà çàëèøîê 
÷èñåëüíî ìåíøå ïåðøîãî â³äêèäàíîãî ÷ëåíà ðÿäó ³ ìàº 
òîé æå çíàê.

ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè m ÷ëåí³â àñèìïòîòè÷íîãî 
ðîçêëàäåííÿ Ãàíêåëÿ òà âåëè÷èíà (2x —m —1/2) ìàëà â 
ïîð³âíÿíí³ ç x , òî îòðèìàíèé çàëèøîê ïðèáëèçíî ð³âíèé 
ïîëîâèí³ â³äêèíóòîãî ÷ëåíà ðÿäó.

—2
px

m

k=0
        (—1) ( ,2k)

2k

k

(2x)
m

k=0
        (—1) ( ,2k+1)

2k+1

k

(2x)



—2
px

m

k=0
        (—1) ( ,2k)

2k

k

(2x)
m

k=0
        (—1) ( ,2k+1)

2k+1

k

(2x)

k ! (—k +1/2)
(+k +1/2)

ßêùî â ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêö³é, ÿê³ º ë³í³éíèìè 
êîìá³íàö³ÿìè ôóíêö³é Áåñåëÿ òà Íåéìàíà ³ º ðîçâ’ÿçêîì 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ï³äñòàâèòè àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ 
Ãàíêåëÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà (çà óìîâè, ùî ö³ 
ðîçêëàäåííÿ â äàíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ìîæóòü áóòè 
çàñòîñîâí³ íà ïðàêòèö³), öå â³äðàçó äîçâîëèòü îòðèìàòè 
àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ öèõ ôóíêö³é.

²íø³ çàâäàííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü 
ñòîÿòü, êîëè çíà÷åííÿ ³íäåêñó ³ çì³ííî¿ áåçê³íå÷íî çðîñ-
òàþòü, àëå ð³çíèöÿ ì³æ íèìè çàëèøàºòüñÿ ïîñò³éíîþ 
êîíñòàíòîþ, ³ ó âèïàäêàõ, êîëè â³äíîøåííÿ çì³ííî¿ ³ 
³íäåêñó ô³êñîâàí³ ïðè çðîñòàíí³ çíà÷åííÿ çì³ííî¿. Âñ³ 
îòðèìàí³ ðàí³øå ôîðìóëè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü â 
öèõ âèïàäêàõ íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíèìè.

x3 é  x—hconst        (2.10.16)
x3 é  x/hconst
Ïèòàííÿ ðîçâ’ÿçêó òàêèõ àñèìïòîòè÷íèõ çàäà÷ â³ä-

íîñÿòüñÿ äî äóæå ñêëàäíèõ ïèòàíü ³ â öüîìó ïàðàãðàô³ 
íå ðîçãëÿäàþòüñÿ. Íà ïðàêòèö³ çàâäàííÿ ç ïîä³áíèìè 
óìîâàìè çóñòð³÷àþòüñÿ äîñòàòíüî ð³äêî ³ íå º ïîøèðåíèìè 
ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè.

Òîìó ïåðåä âèêîðèñòàííÿì òèõ ÷è ³íøèõ àñèìï-
òîòè÷íèõ ðîçêëàäåíü çàâäàííÿ íåîáõ³äíî äåòàëüíî 
àíàë³òè÷íî äîñë³äæóâàòè ³ âñòàíîâëþâàòè â³äñóòí³ñòü àáî 
íàÿâí³ñòü «êðèòè÷íèõ» îáìåæåíü (2.10.16).

Ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â, êîëè ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè 
àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ Ãàíêåëÿ (2.10.13) ³ (2.10.14) àáî 
ïîä³áí³ äî íèõ àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì 
ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é, òðåáà 
ïàì’ÿòàòè — âîíè óòâîðþþòü ðÿäè, ùî ðîçõîäÿòüñÿ. Òîìó 
ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ¿õ ïîòð³áíî 
âèêîðèñòîâóâàòè ç îãëÿäîì òà îáåðåæí³ñòþ.

Ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ðåêîìåíäóºòüñÿ âèêî-
ðèñòîâóâàòè íå àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ, à ïðÿìå 
ðîçêëàäåííÿ â ðÿä çà ñòåïåíåâèìè ôóíêö³ÿìè. Ó äåÿê³é 
«ñåðåäí³é» îáëàñò³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè îáèäâà òèïè 
ðîçêëàäåíü — ñòåïåíåâ³ ðÿäè, ùî ñõîäÿòüñÿ, ³ àñèìï-
òîòè÷í³ ðîçêëàäåííÿ, ùî ðîçõîäÿòüñÿ, ³ ïîò³ì ïîð³âíÿòè 
îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ì³æ ñîáîþ. 
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§ 11. Приведення диференціальних рівнянь другого 
порядку до рівняння Беселя

Ó öüîìó ðîçä³ë³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ïèòàííÿ ïðî òå, 
ÿê³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè ïðèâåäåí³ 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Íàäçâè÷àéíî ïðèíàäíèìè äëÿ 
ïðàêòè÷íèõ äîñë³äæåíü º ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ÿâíî ïðèâîäÿòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
øëÿõîì äåÿêî¿ çàì³íè ç âèêîðèñòàííÿì àíàë³òè÷íèõ 
ôóíêö³é.

²ñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ òàê, ùî ïèòàííÿ ïðèâîäèìîñò³ 
òèõ ÷è ³íøèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ âèð³øóâàëèñÿ ð³çíèìè ìàòåìàòèêàìè â ð³çíèé ÷àñ 
äëÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷, ùî âèâ÷àëèñÿ íèìè, ³ êîíêðåòíèõ 
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Òîìó àñïåêòè ïðèâîäèìîñò³ 
øâèäøå íàãàäóþòü çâåäåííÿ òèõ ÷è ³íøèõ ïðàêòè÷íî 
ö³êàâèõ ðåçóëüòàò³â ³ äåÿêèõ óçàãàëüíåíü îêðåìèõ 
âèïàäê³â, ùî ïðèâîäÿòüñÿ äî òèõ ÷è ³íøèõ ð³âíÿíü Áåñåëÿ. 
Âèêëàä äåÿêèõ êðèòåð³¿â ïðîâîäèâñÿ Ëîììåëåì.

Äî äåÿêèõ îäíîð³äíèõ ³ íåîäíîð³äíèõ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæóòü 
ïðèâîäèòè ÿê ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ îäíîâèì³ðíèõ ô³çè÷íèõ 
ïðîöåñ³â, òàê ³ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ â 
ð³âíÿííÿõ ìàòåìàòè÷íèé ô³çèêè ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. 
Çàãàëüíèé âèä òàêèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â á³ëüøîñò³ 
âèïàäê³â íå ãîâîðèòü ïðî òå, ùî âîíè ìîæóòü àáî íå 
ìîæóòü ïðèâîäèòèñÿ äî äîáðå âèâ÷åíîãî âèïàäêó — ð³â-
íÿííÿ Áåñåëÿ, ³ ìàòè ðîçâ’ÿçîê, ùî âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç 
åëåìåíòàðí³ òà öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿. 

Òîìó áóëî ïðîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ êðèòåð³¿â ïðèâî-
äèìîñò³ îäíîð³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî 
ïîðÿäêó äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Âèêîðèñòàºìî òîé ñàìèé ï³äõ³ä, ÿêèé ç ñàìîãî ïî÷àòêó 
âèêëàäó ìè çàñòîñóâàëè äëÿ ïðèâåäåííÿ êëàñè÷íèõ 
ð³âíÿíü Áåñåëÿ äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, ³ âèçíà÷èìî 
çàãàëüí³ êðèòåð³¿ ïðèâîäèìîñò³. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé 
âèïàäîê ïðèâåäåííÿ äâîõ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Теорема 6. Критерій приводимості. Однорідне 
диференціальне рівняння другого порядку вигляду:

F (x)z’’(x)+F (x)z’(x)+F (x)z(x)=0    (2.11.1)
може бути приведено до іншого рівняння вигляду:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)

з використанням аналітичної заміни вигляду: 

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.3)

де U(x)=E(x)—Q(x)2      (2.11.4)
   E(x)=F (x)F (x) и  H(x)=F (x)F (x)

якщо тотожно виконується умова:

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
Доказ. Ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ º îêðåìèì âèïàäêîì á³ëüø 

çàãàëüíîãî âèïàäêó, ùî çàðàç ðîçãëÿäàºòüñÿ.
Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (2.11.1). Ðîç-

ä³ëèâøè éîãî ïðàâó ÷àñòèíó íà íåâèðîäæåíèé ïîòåíö³àë 
ïðè äðóã³é ïîõ³äí³é çâåäåìî öå ð³âíÿííÿ äî á³ëüø 
çðó÷í³øîãî äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó âèãëÿäó:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
Ïðèïóñòèìî, ùî àíàë³òè÷íà çàì³íà, ÿêà ïîâ’ÿçóº 

ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2.11.6) ³ ð³âíÿííÿ (2.11.2), ³ñíóº òà 
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³:

u(x)=A(x)z(x)       (2.11.7)
Ï³äñòàâèìî çàì³íó â ð³âíÿííÿ (2.11.2) ³ îòðèìàºìî 

íàñòóïíèé âèðàç:

0=A(x)z’’(x)+2A’(x)z’(x)+A’’(x)z(x)+
  +Q(x)A’(x)z(x)+A(x)z’(x)+G(x)A(x)z(x)

1 02

x

2 21 0

2
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Ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ (2.11.6) íà P(x)
0=A(x)z’’(x)+E(x)A(x)z’(x)+H(x)A(x)z(x)
Òîòîæíà ð³âí³ñòü îòðèìàíèõ ð³âíÿíü çàáåçïå÷óºòüñÿ 

òîòîæíîþ ð³âí³ñòþ ïîòåíö³àë³â ïðè êîæí³é ïîõ³äí³é:

z’’(x)    A(x)=A(x)          (2.11.8)
z’(x)    E(x)A(x)=2A’(x)+Q(x)A(x)
z(x)    H(x)A(x)=A’’(x)+Q(x)A’(x)+G(x)A(x)

Åëåìåíòàðíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ïîðÿäêó ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é ôóíêö³¿ äîçâîëÿº â³äðàçó 
çàïèñàòè çàãàëüíå ïîäàâàííÿ äëÿ çàì³íè.

A’(x)A(x)=E(x)—Q(x)2     (2.11.9)
Ôîðìàëüíî ïðî³íòåãðóâàâøè îòðèìàíèé âèðàç 

òà ââ³âøè äëÿ çðó÷íîñò³ íîâå ïîçíà÷åííÿ (2.11.4), ìè 
îòðèìàºìî ïîòåíö³àë äëÿ çàãàëüíîãî âèäó çàì³íè (2.11.3), 
ÿêèé áóëî ïîòð³áíî â³äøóêàòè:

A(x)=expE(x)—Q(x)2dx=expU(x )dx
Îòðèìàíà ç (2.11.8) òîòîæí³ñòü ïðè íóëüîâ³é ïîõ³äí³é 

ôóíêö³¿ äîçâîëÿº òî÷íî îïèñàòè óìîâè ³ îòðèìàòè ÷³òê³ 
êðèòåð³¿, çà ÿêèìè ïåðåòâîðåííÿ îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â ³íøå ìîæëèâå. Ñêîðèñòàºìîñÿ 
òèì, ùî

A’(x)=U(x)A(x) è A’’(x)=U ’(x)+U (x)A(x)
Ï³äñòàâèìî çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó çàì³íè (2.11.4) ³ 

éîãî ïîõ³äíèõ â äðóãå ð³âíÿííÿ ³ äàë³ ñïðîñòèìî:

H(x)=U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)+G(x)
Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíó-

âàííÿ çàì³íè. Â óñ³õ ì³ðêóâàííÿõ ìè ââàæàëè òà ïðè-
ïóñêàëè, ùî âñ³ íåîáõ³äí³ ïîõ³äí³ òà ³íòåãðàëè ³ñíóþòü. 
Äîêàç öüîãî ïîòð³áíî ïðîâîäèòè äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî 
âèïàäêó ð³âíÿíü, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ íà ïðàêòèö³, ïåðåä 
çàñòîñóâàííÿì ñàìî¿ òåîðåìè. Теорема доказана.

x x

2

2

Слідство 1. Класичне рівняння Беселя 
x  z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
приводиться до рівняння Штурма-Ліувіля вигляду

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

за допомогою заміни:  y (x)=x   z (x)
Доказ. Ó òåîðåì³ 6 óñ³ îïåðàö³¿ ïðîâîäÿòüñÿ íàä 

äåÿêèìè àáñòðàêòíèìè «õîðîøèìè» ôóíêö³ÿìè. Ó êîíê-
ðåòíèõ çàñòîñóâàííÿõ ìîæóòü áóòè â³äîì³ ïîòåíö³àëè 
îäíîãî àáî äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ó äàíîìó 
âèïàäêó íàì â³äîì³ çíà÷åííÿ íàñòóïíèõ ïîòåíö³àë³â (ó 
ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6):

Q(x)=0  ó ð³âíÿíí³ (2.1.5) Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ 

E(x)=1 /x  é  H(x)=x —    /x  äëÿ (2.1.11)

Ïîòåíö³àë ³ çàãàëüíèé âèä çàì³íè â³äïîâ³äíî äî 
(2.11.3) ³ (2.11.4) ìîæíà îòðèìàòè çà ôîðìóëîþ:

U(x)=E(x)—Q(x)2=12x

y (x)=expU(x )dxz(x) =x   z (x)
Âñòàíîâèìî çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó ïðè íóëüîâ³é 

ïîõ³äí³é äëÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, ñêîðèñòàâøèñü 
â³äíîøåííÿì (2.11.5) òåîðåìè 6.

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
äëÿ ð³âíÿííÿ y ’’(x)+G(x)y(x)=0
Çâ³äñè G(x)=—U ’(x)—U (x)—Q(x)U(x)+H(x)

àáî G(x)=1——1 /2 +1 /2 x
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ çàì³íè ì³æ äâîìà 

äàíèìè ð³âíÿííÿìè. Слідство доведене.

2 2 2

x
—1 /2 +1 /2 

2

1/2

2 2 2

x
1/2

2

2

2
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Слідство 2. До класичного рівняння Беселя 
x  z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0     (2.1.1)
приводиться диференціальне рівняння вигляду

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)

з використанням аналітичної заміни вигляду: 

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.10)

де U(x)=1/x— Q(x)2      (2.11.11)

й існує така константа  l0  (індекс), 
що тотожно виконується умова:     (2.11.12)

U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=1—  /x —G(x)    
Äëÿ îòðèìàííÿ öüîãî ñë³äñòâà ìè çàì³íèëè àáñòðàêòíå 

ð³âíÿííÿ (2.11.1) íà êîíêðåòíå êëàñè÷íå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
â ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6.

Ñë³äñòâî 2 íàäàº êðèòåð³¿, çà ÿêèìè çä³éñíþºòüñÿ 
ïåðåâ³ðêà êðèòåð³¿â ïðèâîäèìîñò³ äåÿêîãî ë³í³éíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ. Íåîáõ³äíî îòðèìàòè ïîòåíö³àë (2.11.11), ï³äñòàâèòè 
â óìîâè (2.11.12) öåé ïîòåíö³àë ³ ïîòåíö³àëè ð³âíÿííÿ, ùî 
ïåðåâ³ðÿºòüñÿ (2.11.2). 

ßêùî âäàñòüñÿ ï³ä³áðàòè òàêó êîíñòàíòó , çà ÿêî¿ 
ö³ óìîâè (2.11.12) âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî, öå îçíà÷àº, ùî 
áàçîâå ð³âíÿííÿ ìîæíà â³äðàçó æ ïðèâåñòè äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ çà äîïîìîãîþ àíàë³òè÷íî¿ çàì³íè.

Слідство 3. Якщо два диференціальні рівняння  
можна привести до одного і того ж третього 
диференціального рівняння, використовуючи приведення 
теореми 6, це означає, що ці два рівняння можна привес-
ти один до одного і заміна (2.11.3) існує.

Äîêàç º ïðèðîäíèì ñë³äñòâîì ë³í³éíîñò³ êðèòåð³þ 
(2.11.5) é ³íøèõ âëàñòèâîñòåé âèêîðèñòîâóâàíèõ â òåîðåì³ 
6 ïåðåòâîðåíü. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ âèêîðèñòàííÿ öüîãî 
ñë³äñòâà ìîæå âèÿâèòèñÿ äóæå çðó÷íèì.

2 2 2

x

2 2 2

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ùî º ïðèðîäíèì ñë³äñòâîì 
òåîðåìè 6, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå ïîëîæåííÿ. 
ßêùî äëÿ äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó (2.11.2) 
³ (2.11.6) ³ñíóº ïàðà òàêèõ çàì³í, ÿê³ äîçâîëÿþòü ïðèâåñòè 
ö³ äâà äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äî îäíîãî ³ òîãî æ 
îäíîð³äíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, 
öå îçíà÷àº, ùî äâà ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè ïðèâåäåí³ îäèí 
äî îäíîãî ç âèêîðèñòàííÿì çàì³íè òåîðåìè 6. 

Öåé êðèòåð³é ìîæå ïîëåãøèòè äîñë³äæåííÿ äåÿêèõ 
êëàñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü.

Слідство 4. Будь-яке невироджене однорідне ди-
ференціальне рівняння другого порядку вигляду:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
може бути приведено до рівняння вигляду:
’’(x)+q(x)(x)=0             (2.11.13)
за допомогою заміни вигляду:

u(x)=exp—Q(x )/2 dx(x)           (2.11.14)

де   q(x)=G(x)—Q’(x)/2—Q (x)/4          (2.11.15)
Óìîâà ö³º¿ ëåìè º îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 6, 

êîëè ìè ðîçãëÿäàºìî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ. Áóäü-ÿêå 
íåâèðîäæåíå îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî 
ïîðÿäêó ìîæå áóòè ëèøå ºäèíèì ÷èíîì ïðèâåäåíî äî 
ð³âíÿííÿ ç íóëüîâèì ïîòåíö³àëîì ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é ç 
òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè (÷åðåç îäíîð³äí³ñòü).

Ïðè ïîáóäîâ³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ³ àñèìïòî-
òè÷íèõ ôîðìóë ìè ñêîðèñòàëèñÿ ïðèâåäåííÿì ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ âèãëÿäó (2.11.13) ç 
íóëüîâèì ïîòåíö³àëîì ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é ³ ïîòåíö³àëîì 
ïðè íóëüâ³é ïîõ³äí³é

q(x)=(1 /4— +x )/x              (2.11.16)
ßêùî îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ òàêîæ 

ìîæå áóòè ïðèâåäåíî äî öüîãî æ ñàìîãî ð³âíÿííÿ, öå 
îçíà÷àº, ùî âîíî ïðèâîäèòüñÿ é äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. 

x

2

2 2 2
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Ó ðÿä³ ïðàêòè÷íèõ ïðèêëàäê³â ïðèâåäåííÿ äâîõ 
ð³âíÿíü òåîðåìè 6 ìîæå âèÿâèòèñü íåäîñòàòí³ì. 

Äóæå ïîïóëÿðíèì ³ ïðàêòè÷íèì ìåòîäîì º ìåòîä 
çàì³íè çì³ííèõ â òîìó ð³âíÿíí³, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî çàçäàëåã³äü 
â³äîìèé (äëÿ îòðèìàííÿ ñêëàäí³øèõ ð³øåíü) àáî â 
ð³âíÿíí³, ÿêå ïîòð³áíî ïðèâåñòè äî á³ëüø òðèâ³àëüí³øîãî 
òà î÷åâèäí³øîãî.

Теорема 7. Заміна змінних. Однорідне диферен-
ціальне рівняння другого порядку вигляду:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
може бути приведено до рівняння вигляду:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.2)
за допомогою заміни змінних вигляду:

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=E(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=H(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Доказ. Ïîåòàïíî âèêîíàºìî çàì³íó çì³ííèõ ³ 

ðîçðàõóíîê íîâèõ äèôåðåíö³àë³â, ï³ñëÿ ÷îãî ï³äñòàâèìî 
îòðèìàí³ äàí³ â äðóãå ð³âíÿííÿ ³ íàáóäåìî çíà÷åííÿ 
ïîòåíö³àë³â.

z(x)=z(y(z))=w(z)

z’(x)=—=— —=—

z’’(x)=—=— ——=
      =———

Ï³äñòàâèìî îòðèìàí³ â³äíîøåííÿ â ð³âíÿííÿ (2.11.6).
Теорема доказана.

dx
dz(y(z))dz(x) dz

dx dz
w’(z)
y’(z)

dz
ddz’(x)

dx
dz
dx

w’(z)
y’(z)

w’’(z)y’(z)—w’(z)y’’(z)
y’(z)3

2

Ïîïåðåäæåííÿ. Ïðè âèêîðèñòàíí³ òåîðåìè 7 ïðî 
çàì³íó çì³ííèõ òà ¿¿ ôîðìóë íåîáõ³äíî ïàì’ÿòàòè, ùî ïåðåä 
ïðîâåäåííÿì áóäü-ÿêèõ îá÷èñëåíü ïàðè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿííÿ ïðèâîäÿòüñÿ äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó — ïîòåíö³àë 
ïðè äðóã³é ïîõ³äí³é â äâîõ ð³âíÿííÿõ ïîâèíåí áóòè ð³âíèé 
òîòîæí³é îäèíèö³.

Îêðåìèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº äîêëàäíèé ðîçãëÿä 
êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, äëÿ ÿêîãî ïîòåíö³àëè 
ïðèéìàþòü òàê³ çíà÷åííÿ:

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
Слідство 1. Диференціальне рівняння вигляду
z w’’(z)+zw’(z)+a z —   w(z)=0     (2.11.20)
може бути приведено до класичного рівняння Беселя 

з використанням заміни змінних:
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
x=az     де a  — деяка дійсна, чисто уявна або ком-

плексна константа і функція
w(z)=z(az )  — розв’язок рівняння (2.11.20).
Äîêàç öüîãî ïðîñòîãî òâåðäæåííÿ ïðîâîäèòüñÿ 

ï³äñòàíîâêîþ äàíî¿ ë³í³éíî¿ çàì³íè â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
(2.1.1) àáî êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 7.

Ïðè âèêîðèñòàíí³ ä³éñíî¿ êîíñòàíòè õâèëüîâ³ 
âëàñòèâîñò³ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
çáåð³ãàþòüñÿ, ïðè âèêîðèñòàíí³ ÷èñòî óÿâíî¿ êîíñòàíòè 
— çíèêàþòü, ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîäèô³êîâàíîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ñíóº, ìàº ä³éñí³ çíà÷åííÿ ³ º ìîíî-
òîííèì.

Ñë³äñòâî 1 º äîñòàòíüî ïîøèðåíèì ³ çðó÷íèì â 
ðîçãëÿä³, ÿêå çàâæäè ïðèâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 7.

Íàéá³ëüø ïîøèðåíèì ìåòîäîì ïðàêòè÷íîãî 
ïðèâåäåííÿ ð³âíÿíü îäíîãî âèãëÿäó äî ð³âíÿííÿ ³íøîãî 
âèãëÿäó — çîêðåìà, ïðèâåäåííÿ äî êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, º êîìá³íàö³ÿ äâîõ ìåòîä³â — ìåòîäó ïðèâåäåííÿ 
äëÿ áàçîâîãî ð³âíÿííÿ òà ìåòîäó çàì³íè çì³ííèõ äëÿ 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2
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Ìåòà äîñë³äæåííÿ — îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê äåÿêîãî 
ð³âíÿííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³é Áåñåëÿ, Íåéìàíà àáî ³íøèõ 
äîáðå âèâ÷åíèõ ÷àñòèííèõ ð³øåíü.

Ïðèâåäåííÿ äî ðîçâ’ÿçêó, âèðàæåíîãî çà äîïîìîãîþ 
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, çä³éñíþ-
ºòüñÿ â äâà åòàïè — ÷åðåç ïåðåõ³ä äî ³íøîãî ð³âíÿííÿ 
³ çàì³íó çì³ííèõ. Â³äì³òèìî, ùî ÿêùî çàì³íà çì³ííèõ, 
ÿêó ïîòð³áíî ïðîâåñòè, äóæå ñêëàäíà òà íåî÷åâèäíà, òî 
ïðàêòè÷íà ö³íí³ñòü öüîãî ïðèâåäåííÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
àáî ³íøîãî ð³âíÿííÿ º íåâåëèêîþ.

Çàçâè÷àé â çàâäàííÿõ ïðî ïðèâåäåííÿ îäíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äî ³íøîãî â³äîì³ âñ³ ïîòåíö³àëè 
ð³âíÿíü — ÿê ïî÷àòêîâîãî, òàê ³ áàæàíîãî ðåçóëüòóþ÷îãî 
(ìîæëèâî, ç òî÷í³ñòþ äî ÷èñëîâèõ êîåô³ö³ºíò³â, ùî 
âõîäÿòü â ïîòåíö³àëè). Íàéá³ëüø ñêëàäíèì º âèçíà÷åííÿ 
çàãàëüíîãî âèäó ôóíêö³é, ùî âõîäÿòü ó â³äíîøåííÿ çàì³íè, 
ÿê³ ïðèâîäÿòü îäíå ð³âíÿííÿ äî ³íøîãî.

Ïðèâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèì ÷èíîì ìîæíà êîìá³íóâàòè 
çàñòîñóâàííÿ âèñíîâê³â òåîðåìè 6 ³ 7. Íàéïðîñò³øèì 
âèïàäêîì ïðèâåäåííÿ, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ â ë³òåðàòóð³, º 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

u’’(x)— c u(x)=u(x)p (p+1)x      (2.11.21)
äå c , p  — äåÿê³ êîíñòàíòè.
Ó ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6, ÿêà çàñòîñîâóºòüñÿ íà 

ïåðøîìó åòàï³, ïîòåíö³àëè (2.11.2) ìàþòü âèãëÿä:

Q(x)=0  è G(x)=—c — p (p+1)x      (2.11.22)

Çâ³äñè U(x)=1/2x  é  u(x)=x   z (x) 
Íå çàñòîñîâóþ÷è äðóãó óìîâó òåîðåìè 6, â³äðàçó 

ðîçãëÿíåìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ ³ çàñòîñóºìî òåîðåìó 7 ïðî 
çàì³íó çì³ííèõ äî ïðîì³æíîãî ðåçóëüòàòó. Ï³äñòàâèìî 
çàì³íó çì³ííèõ â îòðèìàíå ð³âíÿííÿ:

x z ’’(x)+xz ’(x)  —  c x  +p+1/2  z(x)=0
àáî ïåðåïèøåìî éîãî, ââ³âøè óÿâíó îäèíèöþ:

x z ’’(x)+xz ’(x)+ci x —p+1/2 z(x)=0

2

2

2

2

1/2

2 22 2

2 22 2

Äàíå ð³âíÿííÿ íå º êëàñè÷íèì ð³âíÿííÿì Áåñåëÿ, 
àëå äóæå áëèçüêî äî íüîãî. ßêùî ïðîâåñòè ë³í³éíó çàì³íó 
çì³ííèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïëåêñí³ ÷èñëà ³ óÿâíó 
îäèíèöþ, ïîçíà÷èâøè íîâó çì³ííó

c=icx   ³ ïîêëàâøè =p+1/2
ìè îòðèìàºìî êëàñè÷íå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2.11.21) ìàº âèãëÿä:

u(x)=x   Z ( icx)   ãäå =p+1/2      (2.11.23)
Íà ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàä³ áóëî ïîêàçàíî, ùî 

äëÿ ïðèâåäåííÿ äåÿêîãî ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
âèêîðèñòàííÿ îäíèõ ôîðìóë òåîðåìè 6 ³ ñë³äñòâà 2 
ìîæå âèÿâèòèñÿ íåäîñòàòí³ì. Àëå òåîðåìà 6 ³ ñë³äñòâî 
2 äîçâîëÿº â³äðàçó îòðèìàòè çàãàëüíèé âèä çàì³íè, ÿêà 
ìîæå âèÿâèòèñÿ íåî÷åâèäíîþ.

Çàì³íà (2.11.10) ìîæå ïðèâåñòè äàíå ð³âíÿííÿ (2.11.2) 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (äîñòàòíÿ óìîâà), àëå íå çàáåçïå÷óº 
íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ òàêîãî ïåðåõîäó (âîíà îïèñóº 
ò³ëüêè îäèí ç ìîæëèâèõ êðèòåð³¿â). Ïðîòå â äåÿêèõ 
âèïàäêàõ çàì³íà (2.11.10) çàáåçïå÷óº ïåðåõ³ä äî ð³âíÿííÿ, 
ÿêå ìåòîäîì çàì³íè çì³ííèõ ïðèâîäèòüñÿ äî êëàñè÷íîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ìîæå áóòè âèðàæåíèé 
÷åðåç öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿.

Ó ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàä³ (2.11.21) áóâ âèêîíàíèé 
ïåðåõ³ä â³ä ä³éñíîãî çì³ííîãî äî ÷èñòî óÿâíîãî. Òàê³ 
öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ ðîçãëÿäàëèñÿ ðàí³øå ó â³äïîâ³äíèõ 
ðîçä³ëàõ. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ö³ ôóíêö³¿ ìàþòü 
ä³éñíå çíà÷åííÿ ïðè ÷èñòî óÿâíèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ ³ 
íå ïðîÿâëÿþòü í³ÿêèõ õâèëüîâèõ âëàñòèâîñòåé. Âîíè 
ïîâîäÿòüñÿ îñîáëèâèì ÷èíîì.

ßê ùå îäèí ïðèêëàä ïðèâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ, ÿê³ 
äåòàëüíî âèâ÷àëèñÿ Ëîììåëåì.

Ëîììåëåì áóâ îòðèìàíèé çàãàëüíèé êëàñ ð³âíÿíü, 
ðîçâ’ÿçêè ÿêîãî ìîæóòü áóòè âèðàæåí³ ÷åðåç ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ, äå ÿê ïàðàìåòðè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ³íø³ ôóíê- 
ö³¿. Ðîçâ’ÿçîê áóëî îòðèìàíèé â äâà åòàïè ç âèêîðèñòàí-
íÿì çàì³íè çì³ííèõ â äåÿêîìó ð³âíÿíí³, ÿêå áóëî ïðèâåäåíî 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. 

1/2


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Ëîììåëü ïîêàçàâ, ùî çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì êëàñó 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0    (2.11.24)
äå Q(x)=2a—2b+1x
é G(x)=b  g  x  +aa—2bx
áóäå  u(x)=x      Z  (gx )
Ó ïðèâåäåíîìó ïðèêëàä³ Ëîììåëåì áóâ ïðîâåäåíèé 

íå ò³ëüêè ïåðåõ³ä â³ä îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
äî ³íøîãî, àëå ³ âèêîíàíà àíàë³òè÷íà çàì³íà çì³ííèõ â 
ð³âíÿíí³ Áåñåëÿ. Ëîììåëåì áóâ äîñë³äæåíèé ö³ëèé êëàñ 
ð³âíÿíü ç ñêëàäíèìè ïîòåíö³àëàìè, ùî ïðèâîäÿòüñÿ äî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Ëîììåëþ íàëåæàòü äîêëàäí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü, 
ùî îïèñóþòü äåÿêèé çàãàëüíèé êëàñ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü.

Â³í âñòàíîâèâ, ùî ÿêùî Z (x)  — áóäü-ÿêèé ðîç-
â’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, òî íàñòóïíà ôóíêö³ÿ:

u(x)=c(x)y(x) Z (y(x))      (2.11.25)
º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ âèãëÿäó

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0           (2.11.26)

Q(x)=—y ’’(x)/y ’(x)+(2—1)y ’(x)/y (x)+
          +2c’(x)/c(x)
G(x)=y ’’(x)/y ’(x)+(2—1)y ’(x)/y (x)+
          +2c’(x)/c(x) c’(x)/c(x) —
            —c’’(x)/c(x) +y ’(x)
Ëîììåëü âèâ÷èâ ö³êàâèé îêðåìèé âèïàäîê ïðè-

âåäåííÿ âóçüêîãî, àëå ïðàêòè÷íî ÷àñòî âæèâàíîãî 
êëàñó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî 
ïðèâîäÿòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Âèâåäåííÿ öèõ ñêëàäíèõ 
ôîðìóë äîñòàòíüî î÷åâèäíå. 



22b2 2

b—a b






2

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ö³ óçàãàëüíåí³ ð³âíÿííÿ, 
Ëîììåëü ðîçãëÿíóâ ïðîñò³øå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

w’’(y)— 2pw’(y)/y—c w(y)=0           (2.11.27)
éîãî ðîçâ’ÿçîê: w(y)=y      Z      ( icy)
2p=2 — 1       — çíà÷åííÿ ³íäåêñó

w=u(y)/c(y) é y=y(x) — âèêîðèñòàí³ çàì³íè.

Ïðÿìîþ ï³äñòàíîâêîþ çàì³í, ùî ïðèâîäÿòüñÿ, 
áóëè îòðèìàí³ óçàãàëüíåí³ ôîðìóëè Ëîììåëÿ (2.11.25) ³ 
(2.11.26).

Îñíîâíà ñêëàäí³ñòü öüîãî çàâäàííÿ ïîëÿãàº â òîìó, 
ùîá âèçíà÷èòè, ÷è çàäîâîëüíÿº äåÿêå äàíå äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ óìîâàì Ëîììåëÿ ³ ÷è ìîæå âîíî áóòè ïðèâåäåíî 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çà äîïîìîãîþ çàì³íè (2.11.25), ÿêùî í³ 
çàãàëüíèé âèä ôóíêö³é (2.11.26), í³ çíà÷åííÿ ³íäåêñó  äëÿ 
íüîãî íåâ³äîì³.

Íà ñüîãîäí³øí³é äåíü öå º ÿêíàéïîâí³øèì ³ ïðàêòè÷íî 
ö³êàâ³øèì ðåçóëüòàòîì ïðèâåäåííÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ äî 
äåÿêîãî êëàñó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. ²ñíóþòü òàáëèö³ 
ïðèâåäåíèõ ôóíêö³é ³ çàì³í.

Ïåðåòâîðåííÿ Ëîììåëÿ äîçâîëÿº çà äîïîìîãîþ çðó÷-
íèõ äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³é ïðåäñòàâèòè 
äîñòàòíüî øèðîêèé êëàñ ðîçâ’ÿçê³â ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ç 
âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³é Áåñåëÿ.

Ïðîòå ìîæíà ïîì³òèòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ëîììåëÿ 
º îêðåìèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíèõ òåîðåì, ÿê³ áóëè 
îòðè-ìàí³ àâòîðîì ö³º¿ ðîáîòè ïðè äîñë³äæåíí³ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äîñë³äæåííÿ ìîæëèâîñò³ ïðèâåäåííÿ äåÿêîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ïðîâîäèòüñÿ ç äâîõ ñòîð³í, âèêîðèñòîâóþ÷è 
ïðîì³æíå (áóôåðíå) äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ:

— âèêîðèñòîâóºòüñÿ çàì³íà çì³ííèõ ³ òåîðåìà 7 
äëÿ ïðèâåäåííÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ äî äåÿêîãî ð³âíÿííÿ, 
ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³¿ Áåñåëÿ;

— çàñòîñîâóºòüñÿ òåîðåìà 6, ùî ïðèâîäèòü îòðèìàíå 
ïðîì³æíå ð³âíÿííÿ äî òîãî ð³âíÿííÿ, äîñë³äæåííÿ ÿêîãî 
ìè ïðîâîäèìî, ³ îö³íþþòüñÿ êðèòåð³¿ ³ñíóâàííÿ çàì³íè.

2

p+1/2
p+1/2
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Ðîçãëÿä ð³âíÿíü Ëîììåëÿ òà ³íøèõ ïîä³áíèõ îêðåìèõ 
âèïàäê³â ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî 
ïîðÿäêó äåìîíñòðóº îñíîâíèé ï³äõ³ä, ÿêèé äîì³íóº ïðè 
äîñë³äæåíí³ ïèòàíü ïðèâîäèìîñò³.

Áàãàòî äîñë³äíèê³â-ìàòåìàòèê³â ñòèêàþòüñÿ â ñâî¿é 
ïðàêòè÷í³é ðîáîò³ âèð³øåííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ òà ïî- 
áóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â 
ç ð³âíÿííÿìè Áåñåëÿ ³ âèâ÷àþòü êëàñè ð³âíÿíü, äî 
ÿêèõ ïðèâîäÿòüñÿ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç âèêîðèñòàííÿì 
ïåðåòâîðåíü äâîõ òèï³â — çàì³íè çì³ííèõ â ð³âíÿíí³ 
Áåñåëÿ é ìîæëèâîãî ïîäàëüøîãî ïðèâåäåííÿ îòðèìàíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äî äåÿêîãî ³íøîãî òèïó.

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì º ð³âíÿííÿ Ëîììåëÿ é âåëèê³ 
çâåäåí³ òàáëèö³ ð³âíÿíü — îêðåìèõ âèïàäê³â ïåðåòâîðåíü 
Ëîììåëÿ äëÿ êîíêðåòíèõ ôóíêö³é çàì³íè çì³ííèõ. 
Ïðèâåäåìî äåê³ëüêà ïðèêëàä³â:

u’’(x)+—u’(x)+b exp(2cx) —d +

              +—  u(x)=0

Ðîçâ’ÿçîê u(x)=x    Z    b exp(cx) /c

u’’(x)+— u’(x)+— 1—

              ——  u(x)=0

Ðîçâ’ÿçîê u(x)=Z  (2bx+c)     òà ³í.

Ïðîòå íà ïðàêòèö³ äîñë³äíèêè ÷àñòî ñòèêàþòüñÿ ç 
äåÿêèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó 
ç ÿâíèìè çíà÷åííÿìè êîåô³ö³ºíò³â, ³ îñíîâíîþ ñêëàäí³ñòþ 
º ïèòàííÿ, ÷è ³ñíóº çàì³íà äîñòàòíüî ïðîñòîãî âèãëÿäó, ÿêà 
äîçâîëÿº ïðèâåñòè ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ åëåìåíòàðí³ 
ôóíêö³¿. Çàéìåìîñÿ äîêëàäí³øèì ³ äåòàëüí³øèì âèâ÷åííÿì 
öüîãî çâîðîòíüîãî çàâäàííÿ, ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòà-
òàìè òåîðåì 6 ³ 7.

2a
x

2

a(a—2 )
4x2

-a/2
d/c

2b
2bx+c

 b
2bx+c

2

 p
2bx+c

2

p
1/2

Твердження 8. Класичне рівняння Беселя
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
може бути приведено до рівняння вигляду:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
за допомогою заміни змінних вигляду:

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)

S(z)=1— /y(z) y’(z)              (2.11.29)
Äëÿ äîêàçó òâåðäæåííÿ 8 äîñèòü ïîêëàñòè â òåîðåì³ 

7 çíà÷åíü ïîòåíö³àë³â:

E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
ßêùî íàì ïîòð³áíî ïåðåâ³ðèòè, ÷è ïðèâîäèòüñÿ 

äîâ³ëüíå ð³âíÿííÿ (2.11.27) äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìåòîäîì 
çàì³íè çì³ííèõ, ìè ïîâèíí³ âñòàíîâèòè ³ñíóâàííÿ äåÿêî¿ 
çàì³íè (2.11.17) ³ âèêîíàííÿ óìîâ (2.11.28):

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)
Ïåðåòâîðèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îòðèìàíîãî ð³âíÿííÿ:

dP(z)=— — —

Ôîðìàëüíî ïðî³íòåãðóºìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ:

y’(z)/y(z)=exp—P()d
ßêùî äëÿ çðó÷íîñò³ ìè ââåäåìî ôóíêö³þ j(z) :

j(z)=exp—P()d               (2.11.30)

P(z)=—j’(z)/j(z)  
òîä³ ìîæíà çàïèñàòè y’(z)/y(z)=j(z)

2 2 2

2 2 2

22 2

y(z)
dy(z)

y’(z)
dy’(z)

z

z
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Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì êîíñòàíòè ìîæíà âèðàçèòè:

y(z)=c expj(x )dx  àáî äåòàëüí³øå

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)
Òàêèì ÷èíîì, äâ³÷³ ïðî³íòåãðóâàâøè ³ çàñòîñóâàâøè 

åêñïîíåíòó äî ïîòåíö³àëó, ùî ñòî¿òü ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é 
ïî÷àòêîâîãî ð³âíÿííÿ, ìè çíàéäåìî ÿâíèé âèä çàì³íè, 
ÿêà ìîæå ïðèâåñòè äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Îòðèìàíà óìîâà 
(2.11.31) º íåîáõ³äíîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôîðìàëüíî ³íòåãðîâàíî¿ 
ôóíêö³¿ ïîòåíö³àëó ìîæíà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ (2.11.31) ³ 
îòðèìàòè äåÿêó çàì³íó çì³ííèõ. Ïåðåâ³ðèìî â³äïîâ³äí³ñòü 
ïîòåíö³àëó ïðè íóëüîâ³é ïîõ³äí³é:

S(z)=1— /y(z) y’(z)              (2.11.29)

S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)
S(z)=y’(z) — j(z)              (2.11.32)
ßêùî ìîæíà ï³ä³áðàòè òàêå çíà÷åííÿ ³íäåêñó, ïðè 

ÿêîìó â³äíîøåííÿ (2.11.32) âèêîíóâàòèìåòüñÿ òîòîæíî, òî 
äåÿêå ð³âíÿííÿ (2.11.27) ìîæå áóòè ïðèâåäåíå äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ìåòîäîì çàì³íè çì³ííèõ.

Твердження 9. Деяке рівняння вигляду

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
за допомогою заміни змінних вигляду:
x  z ’’(x)+xz ’(x)+x —   z(x)=0        (2.1.1)
може бути приведено до рівняння Беселя:

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)

z

z x

22 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

z x

якщо виконується тотожність:
S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)   (2.11.29)

для деяких констант  й c, які можуть бути 
отримані методом невизначених коефіцієнтів, явною 
підстановкою або іншими методами.

Ïðèì³òêà. Íåâèçíà÷åíà êîíñòàíòà c âèíèêàº çàâäÿêè 
ôîðìàëüíîìó ³íòåãðóâàííþ ³ çàãàëüíîìó âèäó ïîòåíö³àëó 
(2.11.28), ÿêèé ìîæå áóòè ÿâíî âèðàæåíèé ÷åðåç ôóíêö³þ 
çàì³íè. Êîíñòàíòà ìîæå äîð³âíþâàòè îäèíèö³ àáî ïðèéìàòè 
³íøå íåíóëüîâå çíà÷åííÿ.  

ßêùî ìè ïîêëàäåìî ïîòåíö³àë P(z)=1 /z 
òîä³ çàì³íà (2.11.31) ìàòèìå çàãàëüíèé âèãëÿä:

x=y(z)=cz   äå c — äåÿêà êîíñòàíòà.

Äëÿ ³ñíóâàííÿ ïðèâåäåííÿ ìåòîäîì çàì³íè çì³ííèõ 
íåîáõ³äíî äîäàòêîâî âèìàãàòè âèêîíàííÿ êðèòåð³þ 
ïðèâîäèìîñò³ (2.11.29):

S(z)=c —  /z   — çàãàëüíèé âèä ïîòåíö³àëó.

Îòðèìàí³ âèâîäè ïîâí³ñòþ ñï³âïàäàþòü ç ðåçóëü-
òàòàìè ñë³äñòâà 1 òåîðåìè 7. Ìè äîâåëè, çà ÿêèõ óìîâ 
ìîæëèâå ïðèâåäåííÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ð³âíÿííÿ ç îäíèì 
êîíêðåòíî çàäàíèì ïîòåíö³àëîì ³ ÿêèé âèãëÿä ïîâèíåí 
ìàòè äðóãèé ïîòåíö³àë öüîãî ð³âíÿííÿ.

Ï³äâåäåìî ïðîì³æí³ ï³äñóìêè. Ìè îòðèìàëè êðèòå-
ð³¿ — òåîðåìó 6 ³ òåîðåìó 7, ÿê³ äâîìà ð³çíèìè ñïîñîáàìè 
äîçâîëÿþòü âèêîíóâàòè ïðèâåäåííÿ îäíèõ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî ³íøèõ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü òîãî æ òèïó.

Êîëè ìè äîñë³äæóºìî ìîæëèâ³ñòü ïðèâåäåííÿ îäíîãî 
ð³âíÿííÿ äî ³íøîãî, ñïî÷àòêó ìè ïîâèíí³ ñïðîáóâàòè 
îêðåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 8 ³ îêðåìî — òåîðåìó 7. Â 
äåÿêèõ âèïàäêàõ âèêîðèñòàííÿ öèõ òåîðåì âæå äîçâîëÿº 
îòðèìàòè çàäîâ³ëüíèé ðåçóëüòàò.

Îêðåìèì âèïàäêîì º ïèòàííÿ ïðèâåäåííÿ ð³âíÿíü äî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Äëÿ öüîãî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ îêðåìèìè 
âèïàäêàìè — ñë³äñòâîì 2 òåîðåìè 6 ³ ñëåäñòâàìè òåîðå-
ìè 6 — òâåðäæåííÿìè 8 ³ 9. 

2 2 2

2 2 2
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Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ñêëàäí³ø³ ñïîñîáè ïðèâåäåííÿ 
äâîõ ð³âíÿíü, ïîñë³äîâíî çàñòîñîâóâàòèìåìî òåîðåìó 
6 ³ òåîðåìó 7, âèêîðèñòîâóþ÷è òðåòº äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ ÿê «ïîñåðåäíèê» ì³æ äâîìà äîñë³äæóâàíèìè ð³â- 
íÿííÿìè.

Íåõàé íàì â³äîìèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
Äîñë³äæóºìî ìîæëèâ³ñòü êîìá³íîâàíîãî ïðèâåäåííÿ 

äî íüîãî ³íøîãî ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

u’’(z)+V(z)u’(z)+K(z)u(z)=0     (2.11.33)
ßê «ïîñåðåäíèê» ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
Íàì â³äîì³ ïîòåíö³àëè E(x) , H(x) ³ äåÿêèé çàãàëüíèé 

ðîçâ’ÿçîê z(x) ð³âíÿííÿ (2.11.33). Ïîòåíö³àëè ð³âíÿííÿ -
«ïîñåðåäíèêà» çàçäàëåã³äü íåâ³äîì³. Ïîòð³áíî âèðàçèòè 
ðîçâ’ÿçîê u(z) ð³âíÿííÿ (2.11.33) ÷åðåç x ³ z(x) é îö³íèòè 
êðèòåð³¿ ³ñíóâàííÿ òàêî¿ çàì³íè.

Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ïðèâåäåííÿ ð³âíÿííÿ (2.11.33) 
äî äåÿêîãî ð³âíÿííÿ-«ïîñåðåäíèêà» (2.11.27)

u’’(z)+V(z)u’(z)+K(z)u(z)=0     (2.11.33)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
çã³äíî óìîâàì òåîðåìè 6 º çàì³íà âèãëÿäó:

w(z)=expU(x )dxu(z)     (2.11.34)
äå  U(z)=V(z)—P(z)2
Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ïðèâåäåííÿ ³íøîãî ð³âíÿííÿ 

(2.11.6) äî äåÿêîãî ð³âíÿííÿ -«ïîñåðåäíèêà» 

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
çã³äíî óìîâàì òåîðåìè 7 º çàì³íà âèãëÿä:

z

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=E(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=H(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Ìîæíà â³äçíà÷èòè, ùî â äàíèõ ì³ðêóâàííÿõ 

íåîáõ³äíèìè óìîâàìè ïðèâåäåííÿ ð³âíÿíü îäèí äî îäíîãî 
º ïîòåíö³àëè ïðè ïåðøèõ ïîõ³äíèõ äâîõ äàíèõ ð³âíÿíü ³ 
ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ ì³æ íèìè çàëåæíîñò³.

Ï³äñòàâèâøè â ð³âíÿííÿ (2.11.18) ÿâíå çíà÷åííÿ 
â³äîìîãî ïîòåíö³àëó  E(x)ìè îòðèìàºìî äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ, ùî ÿâíî çâ’ÿçóº y(z) é P(z).

Äëÿ òîãî, ùîá ì³æ ïîòåíö³àëàìè P(z) é V(x ) ³ñíó-
âàëà çàëåæí³ñòü, òîòîæíî ïîâèíåí âèêîíóâàòèñÿ êðèòåð³é 
òåîðåìè 6:

U ’(z)+U (z)+P(z)U(z)=K(z)—S(z)   (2.11.34)
Äîñë³äæåííÿ äîñòàòí³õ óìîâ çàáåçïå÷óºòüñÿ ïîòåí-

ö³àëàìè ïðè íóëüîâèõ ïîõ³äíèõ ôóíêö³é.
ßêùî äîñë³äíèêîâ³ âäàñòüñÿ çíàéòè ðîçâ’ÿçîê 

îòðèìàíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ùî ïîâ’ÿçóº ïîòåíö³àëè 
äâîõ â³äîìèõ ð³âíÿíü ì³æ ñîáîþ, çíàéòè íåâ³äîìó 
ôóíêö³þ çàì³íè çì³ííèõ, ³ öåé çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê áóäå 
ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿, òî çàâäàííÿ 
ïðèâåäåííÿ äâîõ ð³âíÿíü îäèí äî îäíîãî ìîæíà ââàæàòè 
âèð³øåíèì.

Çàãàëüíèé âèä îòðèìàíî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ìîæå íàøòîâõíóòè äîñë³äíèêà íà äóìêó, ÿêîãî 
òèïó ôóíêö³¿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âçàºìíèõ 
ïåðåòâîðåíü ³ äàë³ íàêëàñòè óìîâè, çàñòîñóâàâøè ìåòîä 
íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â àáî ³íøèé.

Ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (2.11.27) º ôóíêö³ÿ:

w(z)=z(y(z)) , äå ôóíêö³ÿ z(x) â³äîìà.

Ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (2.11.33) º ôóíêö³ÿ:

u(z)=exp—U(x )dxz(y(z))    (2.11.35)

2

2
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Ïîñë³äîâíå âèêîíàííÿ äâîõ ðîçãëÿíóòèõ ïåðåòâî-
ðåíü äàº çàëåæí³ñòü çàãàëüíîãî âèãëÿäó:

u(x)=A(x)z(y(x))       (2.11.36)
äå y(x) é A(x) — íåâ³äîì³ ôóíêö³¿
äëÿ äåÿêî¿ ïàðè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
z(x) — â³äîìèé ðîçâ’ÿçîê äåÿêîãî ð³âíÿííÿ.
ßêùî â ïîïåðåäíüîìó ðîçãëÿä³ ìè ïîì³íÿºìî 

÷åðãîâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ òåîðåì 6 ³ 7, ìè îòðèìàºìî äåÿêó 
çàëåæí³ñòü çàãàëüíîãî âèãëÿäó, ùî îòðèìóºòüñÿ â äâà 
åòàïè: 

u(x)=B(y(x))z(y(x))      (2.11.37)
Íàéá³ëüø ñêëàäíèì, àëå ïðàêòè÷íî ùå çä³éñíåííèì 

ñïîñîáîì ïðèâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü îäèí äî 
îäíîãî º âèêîðèñòàííÿ äâîõ ð³âíÿíü-ïîñåðåäíèê³â. Êîæíå 
ç äàíèõ ð³âíÿíü ñïî÷àòêó ïðèâîäèòüñÿ äî äåÿêî¿ ïàðè 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 6, ³ âæå 
ïîò³ì ì³æ íèìè âñòàíîâëþºòüñÿ çàëåæí³ñòü ìåòîäîì 
çàì³íè çì³ííèõ ïî òåîðåì³ 7.

Ìè îòðèìàºìî ñèñòåìó ç ï’ÿòè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ç ï’ÿòüìà íåâ³äîìèìè ôóíêö³ÿìè. ßêùî ñèñòåìà 
âèð³øóºòüñÿ â åëåìåíòàðíèõ ôóíêö³ÿõ — çàâäàííÿ 
ïðèâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ìîæíà ââàæàòè 
âèð³øåíèì.

u(x)=A(x)B(y(x))z(y(x))      (2.11.38)
Ïðèì³òêà. ßêùî çàñòîñîâóâàòè òåîðåìè 6 ³ 7, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿, ö³ òåîðåìè 
ïîòð³áíî ÷åðãóâàòè îäèí ç îäíèì. Ïîñë³äîâíå âèêîðèñòàííÿ 
óìîâ îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ òåîðåìè ÷àñòî íå ìàº ñåíñó.

Âèêëþ÷åííÿì º ïðèâåäåííÿ äî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³â-íÿííÿ ç íóëüîâèì ïîòåíö³àëîì ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é, 
îñê³ëüêè äî íüîãî ºäèíèì ÷èíîì ïðèâîäèòüñÿ áóäü-ÿêå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äàíîãî òèïó. Ó ³íøèõ âèïàäêàõ 
äîäàòêîâ³ ïðèâåäåííÿ íå âèïðàâäàí³ íà ïðàêòèö³.

Ïåðåéäåìî â³ä àáñòðàêòíèõ ì³ðêóâàíü, ìåòîþ ÿêèõ º 
ïðîâåäåííÿ çàãàëüíî¿ ñèñòåìàòèçàö³¿ ïèòàíü ïðèâåäåííÿ 
ð³âíÿíü, äî ðîçãëÿäó êîíêðåòíîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ òà ³íøèõ 
íåî÷åâèäíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ïðèâîäÿòüñÿ 
äî íüîãî. Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê.

Лема 4. Диференціальне рівняння вигляду:

y’’(x)+g(x)y(x)=0      (2.11.39)
може бути приведено до рівняння Беселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
E(x)=1 /x     й    H(x)=(x — )/x
за допомогою узагальненої заміни вигляду:

y(x)=expP(x )/2 dx  z(y(x))   (2.11.40)
где P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
якщо існує функція y(x), яка задовольняє 

диференціальному рівнянню:

g(x)=y’(x) +—— —    —

        — — — +—    (2.11.41)

Практичне значення лема 4 має тільки в тому 
випадку, якщо функція y(x) існує, може бути вира- 
жена через елементарні функції і має достатньо простій 
вигляд. Якщо простий розв’язок y(x) існує, на практиці 
він може бути отриманий методом невизначених 
коефіцієнтів.

Ïðèì³òêà. Ùîá çðîáèòè çàâäàííÿ ïîøóêó ðîçâ’ÿç- 
ê³â ðåàëüíèì ³ âèêëþ÷èòè îäèí ïîòåíö³àë ïðè ïåðø³é 
ïîõ³äí³é, ìè ïðèâåëè äîñë³äæóâàíå íà ïðèâîäèì³ñòü 
ð³âíÿííÿ äî âèãëÿäó (2.11.39) íà ï³äñòàâ³ ñë³äñòâà 4 
òåîðåìè 6.  
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Доказ. Çàñòîñóºìî çàì³íó çì³ííèõ äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ³ äàë³ ïðèâåäåìî îòðèìàíå ð³âíÿííÿ äî äåÿêîãî 
ð³âíÿííÿ ç íóëüîâèì ïîòåíö³àëîì ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é. 
Áóäü-ÿê³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äàíîãî òèïó ìîæóòü 
áóòè ïðèâåäåí³ äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ºäèíèì 
÷èíîì. Ïðèð³âíÿâøè îäèí îäíîìó ïîòåíö³àëè â öüîìó 
ð³âíÿíí³, ìè îòðèìàºìî êðèòåð³é ïðèâîäèìîñò³ äâîõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü.

Äåÿêå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ïðèâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çà äîïîìîãîþ 

çàì³íè çì³ííèõ çà óìîâè:

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

P(z)=y’(z)/y(z)—y’’(z)/y’(z)             (2.11.28)
S(z)=y’(z)  1— /y(z)    (2.11.29)

Îòðèìàíå ð³âíÿííÿ (2.11.27) ïðèâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà-Ë³óâ³ëëÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¿ çàì³íè:

y’’(z)+q(z)y(z)=0      (2.11.39)

y(z)=expP(x )/2 dxw(z)          
äå  g(z)=S(z)—P’(z)/2—P (z)/4    (2.11.40)
Ï³äñòàâèâøè çíà÷åííÿ ïîòåíö³àë³â, âèðàæåíèõ ÷åðåç 

ôóíêö³þ çàì³íè (2.11.28) ³ (2.11.29), â ðåçóëüòóþ÷å ð³âíÿí-
íÿ (2.11.40) ³ ñïðîñòèâøè, ìè îòðèìàºìî äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ — êðèòåð³é ïðèâîäèìîñò³ òà ³ñíóâàííÿ çàì³íè 
äàíîãî òèïó. Лема доведена.

Теорема 8. Диференціальне рівняння вигляду:

u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
може бути приведено до рівняння Беселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
     

2 2 2

2

z

E(x)=1 /x     й    H(x)=(x — )/x
за допомогою узагальненої заміни:              (2.11.41)

u(x)=expP(x )—V(x)/2 dx z(y(x))
де P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
якщо існує функція y(x), яка задовольняє диферен-

ціальному рівнянню:

K(x)—V ’(x)/2—V (x)/4 = y’(x) +     (2.11.42)

+—— —    — — —+—

Практичне значення теорема 8 має тільки в тому 
випадку, якщо функція y(x) існує, може бути виражена 
через елементарні функції і має достатньо простій виг-
ляд. Якщо простий розв’язок y(x) існує, на практиці 
він може бути отриманий методом невизначених 
коефіцієнтів. 

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 8 ìè ïðèâåëè çàãàëüíå 
ð³âíÿííÿ (2.11.33) äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ³ çàñòî-
ñóâàëè ëåìó 4, ñêîðèñòàâøèñü ñë³äñòâîì 3 òåîðåìè 6.

ßê ïðèêëàä, ùî äåìîíñòðóº çðó÷í³ñòü ïðîïîíîâàíîãî 
ìåòîäó, ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ëåìè 4 ³ òåîðåìè 8 äî 
ð³âíÿííÿ ïðîñòîãî âèãëÿäó, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî íåî÷åâèäíî, ³ 
ïðèâåäåìî éîãî äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

y’’(x)+x y(x)=0
g(x)=x    âèêîðèñòîâóºìî ïîçíà÷åííÿ ëåìè 4
²ç çàãàëüíîãî âèäó â³äíîøåííÿ (2.11.41) äëÿ äà-

íîãî âèïàäêó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ðîçâ’ÿçêîì 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (2.11.41) áóäå ñòåïåíåâà 
ôóíêö³ÿ, ÿêó ìè øóêàòèìåìî ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ 
êîåô³ö³ºíò³â ó âèãëÿä³:

y(x)=h xs
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Ï³äñòàâèìî ïåðåäáà÷óâàíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ â ð³â-
íÿííÿ ç ëåìè 4 ³ îòðèìàºìî â³äíîøåííÿ: 

P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)             (2.11.28)
S(x)=y’(x)  1— /y(x)    (2.11.29)

g(x)=S(x)—P’(x)/2—P (x)/4         (2.11.40)
Çâ³äñè îòðèìóºìî:  

P(x)=1/x
S(x)=h s x    1— / (h x )
g(x)=x=h s x    1— / (h x )+1/4x
Ïåðåòâîðèìî ³ ñïðîñòèìî:

x = h s x   —  s /x  +1/4x
Î÷åâèäíî, ùî â³äíîøåííÿ ïðèéìå âèä òîòîæíîñò³, 

ÿêùî âèìàãàòè òîòîæíî¿ â³äïîâ³äíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ïðè 
ñòóïåíÿõ ³ ð³âí³ñòü ñòóïåí³â çì³ííîþ:

1=2s—2    1=hs      1/4= s
Çâ³äñè íàáóâàºìî íàñòóïíèõ çíà÷åíü:

s=3/2           h=2/3          =1/3
Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ áóäå:

y’’(x) + x y(x) = 0
y(x)=x    Z   (2/3 x   ) 
Ìè îòðèìàëè ðîçâ’ÿçîê íåî÷åâèäíîãî ð³âíÿííÿ, 

âèðàæåíîãî ÷åðåç ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿. 
Òàêèé æå ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè, â³äðàçó ï³äñòàâèâøè 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ çàì³íè ç íåâ³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè â 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (2.11.41). Ðåçóëüòàò ïîâí³ñòþ 
ñï³âïàäàº ç òàáëè÷íèìè äàíèìè.

Ïåðåâàãà âèêîðèñòàííîãî ìåòîäó ³ çàïðîïîíîâàíî¿ 
òåîðåìè 8 î÷åâèäíà — ÿêùî ïðîñòèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
ïðèâåäåííÿ ³ñíóº, â³í ìîæå áóòè îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçêîì 
äåÿêîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (2.11.41) ìåòîäîì 
íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â.  

2

2 2 2

2s-2 2s

2

22 2 2

2s -2 2s22 2 2

2s -22 2 2 2 2 2

2 2

3/21/2
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Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä º îêðåìèì âèïàäêîì äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó:

u’’(x)+ax  u’(x)+bx u(x)=0
Âèêîðèñòîâóºìî çàì³íó y(x)=h xs    P(x)=1/x
Ïðèâåäåìî ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ

y’’(x)+g(x)y(x)=0
g(x)=bx +a(2—a) /4x 

u(x)=exp—ax  /2 dxy(x)=c expa/xy(x)

y(x)=expP(x )/2 dx z(y(x))=x   z(y(x))

g(x)=h s x    1— / (h x )+1/4x 
Î÷åâèäíî, ùî ïîòåíö³àë g(x) ïðèéìå âèä òîòîæíîñò³, 

ÿêùî âèìàãàòè òîòîæíî¿ â³äïîâ³äíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ïðè 
ñòóïåíÿõ ³ ð³âí³ñòü ñòóïåí³â çì³ííîþ:

1=2s—2    b=h s     2a—a =1—6
Çâ³äñè íàáóâàºìî íàñòóïíèõ çíà÷åíü:

s=3/2           h=2/3 b       =|a—1|/3 l 0
Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ áóäå:

u’’(x)+ax  u’(x)+bx u(x)=0
u(x)=expa/x x    Z   (2/3 b    x   )
äå ³íäåêñ ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ =|a—1|/3 l 0
Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîñë³äîâíî ðîçãëÿíóëè äåê³ëüêà 

êðèòåð³¿â, çà ÿêèìè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äðóãîãî 
ïîðÿäêó ìîæóòü àáî íå ìîæóòü áóòè ïðèâåäåí³ äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ, — êðèòåð³¿ òåîðåìè 6, 7 ³ 8. 

Âîíè âèõîäÿòü ³ç çàãàëüíîãî âèäó ïîòåíö³àë³â 
ð³âíÿííÿ, ÿêå äîñë³äæóºòüñÿ íà ïðèâîäèì³ñòü äî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ.
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Íàñòóïíèì âàð³àíòîì, ÿêèé ïðèâîäèòü äåÿêå äèôå-
ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ ³ ÿêèé 
âèêîðèñòîâóº éîãî ðîçâ’ÿçîê, º çàì³íà âèãëÿäó:

w(z)=B(y(z)) z(y(z))      (2.11.37)
âèêîðèñòîâóþ÷èé ëàíöþæîê ð³âíÿíü:

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
³ç çíà÷åííÿìè ïîòåíö³àë³â:

E(x)=1 /x     é    H(x)=(x — )/x
Çà òåîðåìîþ 6 âèêîðèñòîâóºìî ïåðåòâîðåííÿ

u(x)=expU(x )dxz(x)      (2.11.3)
äå U(x)=E(x)—Q(x)2      (2.11.4)
U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=H(x)—G(x)    (2.11.5)
Ï³äñòàâèìî ïîòåíö³àëè â ð³âíÿííÿ ³ îòðèìàºìî:

u(x)=x    exp—Q(x)2 dxz(x) 
G(x)=(x — )/x  +Q’(x)+Q(x)/x2
Äàë³ âèêîðèñòàºìî çàì³íó çì³ííèõ. Çàñòîñóºìî 

òåîðåìó 7 ïðî çàì³íó çì³ííèõ â ð³âíÿííÿõ:

x=y(z)     z(x)=z(y(z))=w(z)             (2.11.17)

P(z)=Q(y(z))y’(z)—y’’(z)/y’(z)         (2.11.18)

S(z)=G(y(z))y’(z)              (2.11.19)
Ó ïðàêòè÷íèõ çàâäàííÿõ íàì â³äîì³ ïîòåíö³àëè P(z) 

é S(z) ³ íåîáõ³äíî âèêîíàòè çâîðîòí³é ïåðåõ³ä äî ð³âíÿí-
íÿ Áåñåëÿ. Ïîòåíö³àëè äâîõ ð³âíÿíü ï³äðÿä â ñèñòåì³ íå 
âèçíà÷åí³ òà çâîðîòíº çàâäàííÿ ñêðóòíå.

2 2 2

x

2

x
1/2

2 2 2

2

Ïðîòå ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè çàì³íó (2.11.37) â 
åëåìåíòàðíèõ àáî ³íøèõ ôóíêö³ÿõ òà âèâ÷àòè êëàñè 
ð³âíÿíü, äî ÿêèõ ïðèâîäèòü òà ÷è ³íøà çàì³íà.

Лема 5. Диференціальне рівняння вигляду:

w’’(x)+P(x)w’(x)+S(x)w(x)=0     (2.11.27)
може бути приведено до рівняння Беселя

z’’(x)+E(x)z’(x)+H(x)z(x)=0     (2.11.6)
E(x)=1 /x     è    H(x)=(x — )/x
за допомогою функції заміни y(x) вигляду:

w(x)=y(x) z(y(x))      (2.11.38)

якщо можна підібрати заміну, що задовольняє     

P(x)=(1—2a)y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)   (2.11.39)

S(x)=y’(x) 1—( —a )/y(x)     (2.11.40)
Äëÿ äîêàçó ëåìè äîñèòü ðîçãëÿíóòè, äî ÿêîãî ð³â-

íÿííÿ ïî òåîðåì³ 6 áóäå ïðèâåäåíî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çà 
äîïîìîãîþ ñòåïåíåâî¿ ôóíêö³¿ çàì³íè (2.11.37):

B(x) = x       äå  u(x)=x  z(x)
u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
Âèêîðèñòàííÿ çàãàëüíîãî âèäó çàì³íè ïðèâåäå äî 

òàêèõ çíà÷åíü ïîòåíö³àë³â íîâîãî ð³âíÿííÿ:

U(x)=a/x  — ïîòåíö³àë çàì³íè ç òåîðåìè 6

Q(x)=(1—2a)/x   é  G(x)=1—( —a )/x )
Ïîò³ì çàñòîñóºìî òåîðåìó 7 ïðî çàì³íó çì³ííèõ ³ 

çàì³íèìî çì³ííó x íà äåÿêó ôóíêö³þ y(x). Öå äàº íåîáõ³äí³ 
â³äíîøåííÿ (2.11.39) ³ (2.11.40). Ëåìà 5 ìàº ïðàêòè÷íå 
çíà÷åííÿ ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî ôóíêö³ÿ çàì³íè 
äîñèòü ïðîñòà ³ ìîæå áóòè âèðàæåíà ÷åðåç åëåìåíòàðí³ 
ôóíêö³¿.

2 2 2

2

a

2 2 2

a a

2 2 2
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Ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ëåìè 5 äåÿêå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó:

w’’(x)+P(x)w’(x)+S(x)w(x)=0     (2.11.41)
äå P(x)=g /x   é  S(x)=axb       (2.11.42)

Âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíîãî âèäó ð³âíÿíü (2.11.39) ³ 
(2.11.40), ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêö³ÿ çàì³íè ìîæå 
áóòè çíàéäåíà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â ÿê 
åëåìåíòàðíà ñòåïåíåâà ôóíêö³ÿ:

y(x) =сxb       äå b é с — íåâ³äîì³.

Ï³äñòàâèìî ôóíêö³þ çàì³íè â ð³âíÿííÿ (2.11.39) ³ 
(2.11.40), ñêîðîòèìî ³ îòðèìàºìî â³äíîøåííÿ:

g =1—2ab 
axb=b  c x      1—( —a )/ (cxb) 
Î÷åâèäíî, ùî ïîòð³áíî äîäàòêîâî âèìàãàòè:

b=2b—2       a=b  c        =a
Çâ³äñè b=(b+2)/2     с=2a  / (b+2)
          a==(1—g )/ (b +2)
Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷í³ñòþ äî êîíñòàíòè ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ (2.11.41) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç íàñòóïíèé 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

w(x)=xba Z  (сxb)
Ìè ïîêàçàëè ìåòîä, ÿêèì ìîæíà äîñë³äæóâàòè 

äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ íà ìîæëèâ³ñòü ïðèâåäåííÿ ¿õ  
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïðîñòèõ ôóíêö³é 
çàì³í â³äïîâ³äíî äî òåîðåì 6 ³ 7.

Äëÿ äîêàçó ëåìè 5 ìè ðîçãëÿíóëè êîíêðåòíó 
ôóíêö³þ çàì³íè — ïðîñòó ñòåïåíåâó ôóíêö³þ. Çàì³ñòü 
íå¿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè áóäü-ÿê³ åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿ 
é òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àòè íîâ³ êðèòåð³¿ ïðèâîäèìîñò³ 
êëàñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ïðîòå ìîæíà â³äçíà÷èòè 
íàñòóïíå.
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Ïðè ð³øåíí³ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ (2.11.42) öåé ðîçâ’ÿçîê 
ìè ìîãëè á îòðèìàòè, áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòîâóþ÷è 
ë³í³éíó çàì³íó òåîðåìè 8. Ôàêòè÷íî, ëåìà 5 ³ âñÿ çàãàëüíà 
çàì³íà âèãëÿäó (2.11.37) âèÿâèëèñÿ îêðåìèì âèïàäêîì 
òåîðåìè 8.

Íàéá³ëüø ñêëàäíèì, õî÷à ïðàêòè÷íî ùå çàñòîñîâíèì 
ìåòîäîì, º âèêîðèñòàííÿ çàì³íè âèãëÿäó:

u(x)=A(x)B(y(x))z(y(x))      (2.11.38)
Çîêðåìà, Ëîììåëü ïðè äîñë³äæåíí³ çàãàëüíèõ 

ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü (2.11.26) âèêîðèñòîâóâàâ íà ïðàêòèö³ 
îêðåìèé âèïàäîê çàì³íè (2.11.25) ñàìå òàêîãî âèãëÿäó. 
Â³í âèêîðèñòîâóâàâ îêðåìèé âèïàäîê (2.11.38) ³ îòðèìàâ 
øèðîêèé êëàñ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ïðèâîäÿòüñÿ 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Íà ïðàêòèö³ ïðè ð³øåíí³ çàäà÷³ ïðèâåäåííÿ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äî êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
âèêîðèñòàííÿ óñêëàäíåíèõ êðèòåð³¿â (2.11.38) º íåçðó÷íèì. 
Á³ëüø òîãî, âèêîðèñòàíà Ëîììåëåì çàì³íà âèãëÿäó (2.11.38) 
òàêîæ ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê îêðåìèé âèïàäîê òåîðåìè 8 
ïðî ³ñíóâàííÿ ë³í³éíî¿ çàì³íè.

Âñ³ ðîçãëÿíóò³ çàì³íè íà ïðàêòèö³ º îêðåìèìè 
âèïàäêàìè òåîðåìè 8 ³ óçàãàëüíåíî¿ çàì³íè:

u(x)=A(x) z(y(x))       (2.11.36)
Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ïîñë³äîâíå çàñòîñóâàííÿ 

äî îäíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äâîõ ÷è á³ëüøå çà 
çàì³í òåîðåìè 6 ïðî ïðèâîäèì³ñòü ð³âíÿíü åêâ³âàëåíòíî 
îäíîðàçîâîìó çàñòîñóâàííþ óìîâ ö³º¿ æ òåîðåìè òà 
³ñíóâàííþ óçàãàëüíþâàëüíî¿ çàì³íè. Ïîñë³äîâíå çàñòî-
ñóâàííÿ òåîðåìè 7 ïðî çàì³íó çì³ííèõ òàêîæ åêâ³âàëåíòíî 
îäíîðàçîâîìó çàñòîñóâàííþ óìîâ ö³º¿ òåîðåìè. Äëÿ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ òåîðåì 6 ³ 7 ñòðîãî 
âèêîíóºòüñÿ çàêîí òðàíçèòèâíîñò³.

Öå äîâîäèòü òîé ôàêò, ùî ë³í³éíà çàì³íà òåîðåìè 8 º 
óçàãàëüíåíèì âèïàäêîì ë³í³éíî¿ çàì³íè ³ îõîïëþº âñ³ ³íø³ 
îêðåì³ âèïàäêè (çîêðåìà äîñòàòíüî ñêëàäíîãî âèãëÿäó), 
ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèö³.

Äîñòî¿íñòâà ìåòîäó ïðÿìîãî çàñòîñóâàííÿ òåîðåì 6, 
7 ³ 8 ïðî ïðèâîäèì³ñòü äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü îäèí äî 
îäíîãî î÷åâèäí³. Â öüîìó âèïàäêó çàâäàííÿ ïðèâåäåííÿ 
çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçîê äåÿêèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â.



§ 12. Підсумкові результати розділу

Ï³äñóìóºìî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ â öüîìó ðîçä³ë³. Ìè 
âèâ÷àëè îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é.

x z ’’(x)+xz ’(x)  +  x —   z(x)  = 0      (2.1.1)
äå  — äåÿêà êîíñòàíòà (ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ 

êîíñòàíòà íåíåãàòèâíà l0 ), à y(x)  — ôóíêö³ÿ.
Ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ òàêîæ çàïèñóºòüñÿ ó ôîðì³:

z ’’(x)+— z ’(x)  +  1— —  z(x)  = 0      (2.1.2)
Êëàñè÷íå ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìîæå áóòè ïðèâåäåíå äî 

ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ:

y ’’(x)———y (x)= —y (x)   (2.1.5)

çà äîïîìîãîþ çàì³íè:        y (x)=  x(x)   (2.1.6)
Äëÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ñíóþòü 

ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ âèãëÿäó:

 (x)=— (x)—’(x)        (2.1.12)

 (x)=— (x)+’(x)        (2.1.13)

Îòðèìàí³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äîçâîëÿþòü âèïè-
ñàòè ùå îäíó ïàðó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, ïîâ’ÿçóþ÷³ 
òðè ôóíêö³¿ Áåñåëÿ:

2’(x)= (x) — (x)       (2.1.28)

 (x) — 2— (x)+ (x)=0      (2.1.29)
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Äëÿ ðîçâ’ÿçê³â êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ñíóþòü 
³íòåãðàëüí³ ôîðìè ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü:

 (x)= ——  (x )dx      (2.2.11)

Îáìåæåí³ â íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì 
³íäåêñîì âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿ çà 
äîïîìîãîþ ê³íöåâîãî ðÿäó:

  (x)=(—1) x    — —   —  (2.2.23)

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà öèõ ôóíêö³é:

  (x)       ——        (2.3.7)
 

Íåîáìåæåí³ â íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì 
³íäåêñîì âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿:

  (x)=x    — —   —    (2.4.10)

Ïðè ö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ìîæå áóòè îòðèìàíèé ðîçêëàäåííÿì â ðÿä:

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Ïðè íåö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ³ñíóþòü äâà ÷àñòèíí³ 
ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ:

 (x)=—     — l 0  (2.5.9)

Ùîá îòðèìàòè äâà ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó, áóëè ââåäåí³ 
ôóíêö³¿ Íåéìàíà.  
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Íåîáìåæåí³ â íóë³ ôóíêö³¿ Íåéìàíà çàäîâîëüíÿþòü 
íàñòóïíîìó â³äíîøåííþ:

 (x)=—äëÿ l 0   (2.6.1)

Êîðåí³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, îêð³ì ìîæëèâî 
íóëÿ, º ïðîñòèìè. Êîðåí³ ïîñë³äîâíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ ïåðåìåæàºòüñÿ îäèí ç îäíèì. Êîðåí³ äâîõ ë³í³éíî-
íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ùî ìàþòü 
îäíàêîâèé ³íäåêñ, ïåðåìåæàºòüñÿ îäèí ç îäíèì.

Äî êëàñè÷íîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ïðèâîäèòüñÿ äèôå-
ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

u’’(x)+Q(x)u’(x)+G(x)u(x)=0     (2.11.2)
ç âèêîðèñòàííÿì àíàë³òè÷íî¿ çàì³íè âèãëÿäó:

u(x)=expU(x )dx z(x)     (2.11.10)

äå U(x)=1/x— Q(x)2      (2.11.11)
U ’(x)+U (x)+Q(x)U(x)=1—  /x —G(x)    
Äåÿêå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

w’’(z)+P(z)w’(z)+S(z)w(z)=0     (2.11.27)
ìîæå áóòè ïðèâåäåíî äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çà äîïî-

ìîãîþ çàì³íè çì³ííèõ âèãëÿäó: 

x=y(z)     w(z)=z(y(z))              (2.11.17)

y(z)=c expexp—P()d  dx    (2.11.31)

S(z)=y’(z) — y’(z)/y(z)   (2.11.29)

Äëÿ îòðèìàííÿ óçàãàëüíåíî¿ çàì³íè ³ ïðèâåäåííÿ 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íåîáõ³äíî 
ïîñë³äîâíî çàñòîñóâàòè äâ³ ö³ òåîðåìè.

 (x)cos p— (x)
sin p



x

2 2 2

z x

2 2 2
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Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèãëÿäó:

u’’(x)+V(x)u’(x)+K(x)u(x)=0     (2.11.33)
ìîæå áóòè ïðèâåäåíî äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ çà äîïî-

ìîãîþ óçàãàëüíåíî¿ çàì³íè âèãëÿäó:

u(x)=expP(x )—V(x)/2 dx z(y(x))
äå P(x)=y’(x)/y(x)—y’’(x)/y’(x)
ÿêùî ³ñíóº ôóíêö³ÿ y(x) , ÿêà çàäîâîëüíÿº äèôåðåí-

ö³àëüíîìó ð³âíÿííþ:

K(x)—V ’(x)/2—V (x)/4 = y’(x) +     (2.11.42)

+—— —    — — —+—

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ òåîðåìà ìàº â òîìó âèïàäêó, 
ÿêùî ôóíêö³ÿ y(x) ³ñíóº, ìîæå áóòè âèðàæåíà ÷åðåç 
åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿ òà ìàº ïðîñò³é âèãëÿä. ßêùî ïðîñòèé 
ðîçâ’ÿçîê y(x) ³ñíóº, íà ïðàêòèö³ â³í ìîæå áóòè îòðèìàíèé 
ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â.

Óçàãàëüíåíà çàì³íà ìàº çàãàëüíèé âèãëÿä:

u(x)=A(x) z(y(x))       (2.11.36)
Ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçê³â êëàñè÷íîãî 

ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ áóëè îòðèìàí³ áåçïîñåðåäíüî, ç âèêîðèñ-
òàííÿì ìåòîäó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, âèõîäÿ÷è ò³ëüêè 
³ç çàãàëüíîãî âèäó ïîòåíö³àë³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Ïðèâåäåííÿ îäíîð³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ ïðåäñòàâëåííÿ ¿õ ðîçâ’ÿçê³â çà 
äîïîìîãîþ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ âèõî-
äèòü ò³ëüêè ³ç çàãàëüíîãî âèäó ïîòåíö³àë³â ð³âíÿííÿ, ùî 
ïðèâîäèòüñÿ.

Àêòèâíî âèêîðèñòîâóâàëîñÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ, äî ÿêîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ïðèâîäèòüñÿ ºäèíèì 
÷èíîì — äëÿ îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü, àñèìïòî-
òè÷íèõ ðîçêëàäåíü, âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè íóë³â ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ³ îòðèìàííÿ ôîðìóë ïðèâåäåííÿ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

x

y’(x)
y(x)

y’’’(x)
2y’(x)
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Ð î ç ä ³ ë  III
²íø³ àñïåêòè ð³âíÿíü Áåñåëÿ 

³ öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é

§ 1. Приведення диференціальних рівнянь  
старших порядків до рівняння Беселя

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ äåòàëüíî âèâ÷àëèñÿ çàãàëüí³ 
âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ — ôóíêö³é Áå-
ñåëÿ, Íåéìàíà àáî ³íøèõ ñïåö³àëüíèõ (öèë³íäðîâèõ) 
ôóíêö³é ³ ðîçãëÿäàëèñÿ ïèòàííÿ ïðèâîäèìîñò³ äî 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. 
Âîíà ðîçðàõîâàíà íà øèðîêó àóäèòîð³þ, ùî ìàº áàçîâó 
ï³äãîòîâêó.

Äëÿ îñ³á, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ 
Íåéìàíà äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ³ õî÷óòü 
äîêëàäí³øå ä³çíàòèñÿ ïðî îñîáëèâîñò³ ¿õ ïîâåä³íêè ³ 
íàéá³ëüø òèïîâèõ ¿õ âëàñòèâîñòÿõ, ïîïåðåäí³é ðîçä³ë 
íàäàº âè÷åðïíó ³íôîðìàö³þ.

Ïîäàëüø³ ðîçä³ëè ðîçðàõîâàí³ íà îñ³á, ùî çàéìàþòüñÿ 
ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì âèùî¿ ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷íî¿ 
ô³çèêè ³ òåîð³¿ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é, ³ ìîæóòü ïðåäñòàâëÿòè 
äåÿê³ óñêëàäíåííÿ äëÿ íåñïåö³àë³ñò³â.

Ïðèâåäåìî ðåçóëüòàò, íàëåæíèé Ëîììåëþ. Ðîçãëÿ-
íåìî íîâèé óçàãàëüíåíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð:

 f (x)=x — f (x)       (3.1.1)
Ðîçãëÿíóòå â ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ äèôåðåíö³àëüíå 

ð³âíÿííÿ (2.11.24), ùî ïðèâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ç 
âèêîðèñòàííÿì îïåðàòîðà (3.1.1) ìîæå áóòè çàïèñàíî:

+a+a—2bu(x)+b  g  x  u(x)=0
éîãî ðîçâ’ÿçîê u(x)=x      Z  (gx )
Ëîììåëü ³ Âàòñîí óçàãàëüíèëè îòðèìàíå ð³âíÿííÿ, 

îòðèìàâøè ðîçâ’ÿçîê ö³ëîãî êëàñó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ñòàðøèõ ïîðÿäê³â:
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 dx
d

2b2 2


b—a b

    +a—2bk+a—2bk—2bu(x)=
  =(—1) b  g   x   u(x)      (3.1.2)
Ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä:

u(x)=x      Z  (gx )         (3.1.3)
äå g=c expikp /n    äëÿ k=1..n
Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê óòâîðþº ôóíäàìåíòàëüíó ñèñ-

òåìó. Ìè ìîæåìî îòðèìàòè îêðåì³ âèïàäêè — íàïðèêëàä 
äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ³ âèùîãî ïàðíîãî 
ïîðÿäêó.

Äî äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèùèõ ïîðÿäê³â ÷àñ-
òî ïðèâîäèòü ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ â ïðèêëàäíèõ 
çàâäàííÿõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî îïèñóº ïîïåðå÷í³ 
êîëèâàííÿ êîí³÷íîãî ñòðèæíÿ:

—z — =z u(z)       (3.1.4)

ßêùî ïðîâåñòè çàì³íó çì³ííèõ

x=2z    ³ ïîçíà÷èòè  z u(z)=z(x)
òî ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó (3.1.4) ìîæå áóòè 

ïðèâåäåíå äî ñèñòåìè äâîõ ð³âíÿíü Áåñåëÿ:

z’’(x)+ —z’(x) z(x) — — z(x)=0     (3.1.5)
Ðîçãëÿíåìî íàéá³ëüø çàãàëüíèé âèïàäîê ïðèâîäè-

ìîñò³ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ñòàðøèõ ïîðÿäê³â 
äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè, 
îòðèìàíèìè â ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³. Î÷åâèäíî, ùî äî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìîæóòü ïðèâîäèòèñÿ äèôåðåíö³àëüí³ 
ð³âíÿííÿ ñòàðøîãî ïîðÿäêó ç ïàðíîþ ñòàðøîþ ïîõ³äíîþ.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåí-
ö³àëüíîãî îïåðàòîðà (3.1.1) ³ âèâ÷èìî éîãî âëàñòèâîñò³ 
äåòàëüí³øå. Ðîçãëÿíåìî ïðèâåäåííÿ ð³çíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü äî çàãàëüíîãî âèãëÿäó ç âèêîðèñòàííÿì 
îïåðàòîðà (3.1.1).

n-1

k=0
P        

n 2n2n 2nb


b—a b

dz
d d u2 2

2
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2
2
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dz

1
x

4
x 2
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Ùîá ðîçãëÿíóòè óçàãàëüíåíèé äèôåðåíö³àëüíèé 
îïåðàòîð ñòàðøèõ ïîðÿäê³â, çàïèøåìî íàñòóïíå:

   +ak=     k
 Sn-k       (3.1.6)

äå  S0=1       S1=a1+ ... +an        Sn=a1 ... an

Sk=     ai1 ... aik     äëÿ âñ³õ ³íäåêñ³â   ip=il
Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð 

äðóãîãî ïîðÿäêó ³ îòðèìàºìî âèðàç â ÿâí³é ôîðì³:

+a1+a2=x —+a1x —+a2 =

  =x2— + xa1+a2+1— + a1a2     (3.1.7)

Çâ³äñè ìîæíà îòðèìàòè îêðåìèé âèïàäîê:

+— =x2— +x— —  2      (3.1.8)

Ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³:

+—  z(x) +x2 z(x) =0      (3.1.9)

Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ñòàðøîãî ïîðÿäêó, ÿêå 
ìîæå áóòè ïðèâåäåíå äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ïîâèííå áóòè 
ïðèâåäåíå äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

   +k— k+x2 z(x) = 0      (3.1.10)

Ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
âèãëÿäó (3.1.10) º ë³í³éíî-íåçàëåæí³ ôóíêö³¿ zk(x).

Öå ñïðàâåäëèâî, îñê³ëüêè âèêîíóºòüñÿ òîòîæí³ñòü:

+k— k+x2 zk(x) = 0       (3.1.11)
äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà k = 1.. n

dx
d

dx
d

dx
d

dx
d2

2

dx
d2

2 dx
d

  n

k=1
P        

n

k=0
        

n-k

 0
        /

Äëÿ òîãî, ùîá ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
ñòàðøîãî ïîðÿäêó âèâ÷àòè íà ïðèâîäèì³ñòü äî êëàñè÷íîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, ö³ ð³âíÿííÿ íåîáõ³äíî ïðèâåñòè äî 
âèãëÿäó (3.1.10). Äàë³ íåîáõ³äíî âèä³ëèòè ïàðè ë³í³éíèõ 
îïåðàòîð³â, äîáóòêè ÿêèõ ïðèâîäÿòü äî êëàñè÷íîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ (3.1.11).

Íàïðèêëàä, äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî 
ïîðÿäêó ìîæå áóòè ïðèâåäåíå äî äâîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ 
ð³âíÿíü Áåñåëÿ, øîñòîãî ïîðÿäêó — äî òðüîõ ð³âíÿíü.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ ñòàðøîãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé 
ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü Áåñåëÿ, 
äî ÿêèõ áóëî ïðèâåäåíî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ.

Ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 
äîñòàòíüî ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè.

Ïèòàííÿ ïðèâåäåííÿ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ðîçãëÿäàëèñÿ 
â ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ òà âæå ïðåäñòàâëÿëè ïåâíó 
ñêëàäí³ñòü. Ïðèâåäåííÿ ð³âíÿíü ñòàðøîãî ïîðÿäêó — ùå 
ñêëàäí³øèé ³ êîï³òê³øèé ïðîöåñ.

Ó çàâäàííÿõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ìîæóòü 
çóñòð³÷àòèñÿ ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî 
ïîðÿäêó — íàïðèêëàä, âîíè çàäàþòü îïèñ ïðî÷íîñòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê, ñêëàäí³ êîëèâàííÿ ³ òàê äàë³. Çíàõîäæåííÿ 
àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ ð³âíÿíü º äîñòàòíüî 
ñêëàäíèì.

Îòðèìàííÿ àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü øîñòîãî ïîðÿäêó ³ âèùå íà ïðàêòèö³ âèÿâëÿºòüñÿ 
âêðàé ñêðóòíèì — àáî ö³ ð³âíÿííÿ àíàë³òè÷íî ïðè-
âîäÿòüñÿ äî ð³âíÿíü ìåíøîãî ïîðÿäêó, àáî äëÿ ¿õ 
ðîçâ’ÿçêó âèêîðèñòîâóþòü ÷èñåëüí³ ìåòîäè é êîìï’þòåðí³ 
îá÷èñëåííÿ.

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ñòàðøèõ ïîðÿäê³â ìîæíà àíàëîã³÷íî øóêàòè â çàãàëüíîìó 
âèãëÿä³:

u(z)=A(z)   ck1 zk(y(z))+ck2 z-k(y(z))       
äå zk(x) — ïàðè ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ð³øåíü 

ð³âíÿíü Áåñåëÿ ç ³íäåêñàìè k

  n

k=1
P        

n

k=1
        (3.1.12)
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Ðîçãëÿíåìî ïîïóëÿðíèé îêðåìèé âèïàäîê äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü — ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç äâ³ 
ïàðè ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ 
ä³éñíîãî ³ ÷èñòî óÿâíîãî çì³ííîãî îäíîãî ³íäåêñó.

+—  + x2 z(x) =0      (3.1.9)
+—  — x2 z(x) =0      (3.1.13)
z (x)=c1 (x)+ c2 (x)+ c3 (x)+ c4 (x)
Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ðîç-

â’ÿçîê ÿêîãî ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé òàêèì ÷èíîì, (3.1.10)  
çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³: 

+—  + x2+—  —
      — x2 z(x)=0  
4 —  2 2

2 +  4 — x4 z(x)=0      (3.1.14)
Âèïèøåìî ñòóïåí³ äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà:


2 =x2— + x—         (3.1.15)


3 =x3— + 3x2— + x—       (3.1.16) 


4 =x4— + 6x3— + 7x2— + x—    (3.1.17)

Ï³ñëÿ ïðèâåäåííÿ îòðèìàºìî íàñòóïíå äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ äîñòàòíüî ñêëàäíîãî âèãëÿäó:

x4— + 6x3— + x2 7— 2 2  — +

   + x 1— 2 2  — +  4 — x4 z(x)=0     (3.1.18) 

   

dx
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2 dx
d
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3 dx
d

dx
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dx
d 3

3 dx
d

dx
d 2

2dx
d 4

4

dx
d 3

3dx
d 4

4 dx
d 2

2

dx
d

Àíàëîã³÷íî ìîæíà ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ³íäåêñ 
îäíîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, â³äïîâ³äíîãî ä³éñíîìó çì³ííîìó, 
íå ð³âíèé ³íäåêñó äðóãîãî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ, â³äïîâ³äíîãî 
÷èñòî óÿâíîìó çì³ííîìó:

z(x)=c1 (x)+ c2 (x)+ c3 (x)+ c4 (x)

+1 — 1  + x2+2 — 2  —
      — x2 z(x)=0   

4 —  1
2 + 2

2 
2 + 1

2 2
2  +

        + x2 1
2 — 2

2  —  x4 z(x)=0     (3.1.19)
Ï³ñëÿ ïðèâåäåííÿ îòðèìàºìî íàñòóïíå äèôåðåí-

ö³àëüíå ð³âíÿííÿ äîñòàòíüî ñêëàäíîãî âèãëÿäó:

x4— + 6x3— + x2 7— 1
2 + 2

2  — +

   + x 1— 1
2 + 2

2  — + 1
2 2

2 +

   + x2 1
2 — 2

2  — x4 z(x)=0      (3.1.20)
Ð³âíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³:

 — + —— +—— +

   +—— +—+

   +—— 1 z(x)=0      (3.1.21)

Âàð³àíò, êîëè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êó óÿâíî ò³ëüêè ÷åðåç ôóíêö³¿ ä³éñíîãî àáî ò³ëüêè ÷èñòî 
óÿâíîãî çì³ííîãî, ðîçãëÿäàºòüñÿ àíàëîã³÷íî. Ïðîòå â 
ïðàêòè÷íèõ çàâäàííÿõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè âèïàäîê 
(3.1.14) ³ (3.1.19) çóñòð³÷àºòüñÿ ÷àñò³øå. À çàðàç ðîçãëÿíåìî 
àëãîðèòìè íà ìîâ³ JavaScript. 
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Ð î ç ä ³ ë  IV
Ïðîãðàìè ³ àëãîðèòìè îá÷èñëåíü

§ 1. Загальна постановка завдання обчислень

Ó äàíîìó ðîçä³ë³ ïðèâîäÿòüñÿ ïðîãðàìè îá÷èñëåíü 
ôóíêö³é Áåñåëÿ òà ³íøèõ öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ô³çèêè, íàïèñàí³ àâòîðîì íà ìîâ³ JavaScript. Íà 
ñüîãîäí³øí³é äåíü ìîâà JavaScript ìàº äîñòàòíüî áàãàòî 
ïåðåâàã â ïîð³âíÿíí³ ç ³íøèìè ìîâàìè ïðîãðàìóâàííÿ.

Íà â³äì³íó â³ä ïîïóëÿðíèõ ìîâ òèïó C++, Pasal 
òà ³í., ìîâà JavaScript ï³äòðèìóºòüñÿ ïðàêòè÷íî âñ³ìà 
ñó÷àñíèìè ³íòåðíåò-áðàóçåðàìè ³ íå âèìàãàº ñïåö³àëüíî¿ 
³íñòàëÿö³¿. JavaScript — âáóäîâàíà ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ 
âåá-ñòîð³íîê, ÿêà ìàº äóæå õîðîø³ çàñîáè âèâîäó íà 
åêðàí ìîí³òîðà é ó ôàéë ó ôîðì³ HTML- ³ XML-ðàçìåòêè. 
Ïðîãðàìè âèêîíóþòüñÿ íà ëîêàëüíîìó êîìï’þòåð³.

Âèâåäåííÿ äàíèõ ³ ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíê³â íà ìîí³òîð 
ó ôîðì³ òàáëèöü àáî òåêñòîâîãî ôàéëó íå ïðåäñòàâëÿº 
í³ÿêèõ óñêëàäíåíü, îñê³ëüêè âîíî ïåðåäáà÷åíå çàñîáàìè 
ìîâè JavaScript. Êîðèñòóâà÷åâ³ çàëèøàºòüñÿ ò³ëüêè 
çáåðåãòè ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íà ëîêàëüíèé êîìï’þòåð 
³ç áðàóçåðà.

Íåäîë³êîì JavaScript º â³äñóòí³ñòü çàñîá³â äëÿ 
âèâåäåííÿ ãðàô³÷íî¿ ³íôîðìàö³¿ òà ïîáóäîâè ãðàô³ê³â, 
àëå öå íå ïåðåøêîäèëî àâòîðîâ³, ÿêà çìîãëà ðåàë³çóâàòè 
âèâåäåííÿ äàíèõ íà åêðàí ìîí³òîðà ³ íà äðóê ó ôîðì³ 
åìóëÿö³¿ ïñåâäî-ãðàô³êè çàñîáàìè ðîçì³òêè. Øâèäê³ñòü 
îòðèñîâêè ãðàô³ê³â çàëåæèòü â ïåðøó ÷åðãó â³ä òèïó 
³íòåðíåò-áðàóçåðà é äåê³ëüêà ìåíøå — â³ä øâèäêîñò³ 
ëîêàëüíîãî êîìï’þòåðà.

Äî äðóãî¿ ïîëîâèíè XX ñòîë³òòÿ áóëî íàêîïè÷åíî 
õîðîø³ ìàòåìàòè÷í³ á³áë³îòåêè, íàïèñàí³ íà ìîâàõ òèïó 
Àëãîë, Ôîðòðàí òà ³í. Ïðîòå äî ê³íöÿ XX ñòîë³òòÿ â³äáóâñÿ 
ÿê³ñíèé ñêà÷îê â ðîçâèòêó ïðîãðàìóâàííÿ — áóëè ñòâîðåí³ 
ïðèíöèïîâî íîâ³ îá’ºêòíî-îð³ºíòîâàí³ ìîâè ñòðóêòóðíîãî 
ïðîãðàìóâàííÿ òèïó PL/1, Pascal, C, C++ òà ³í. Ïî÷àëà-
ñÿ ðîçðîáêà ïðèíöèïîâî íîâîãî çàñîáó åëåêòðîííîãî 
ïîäàâàííÿ òà ïåðåäà÷³ ³íôîðìàö³¿ — ãëîáàëüíî¿ ìåðåæ³
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²íòåðíåò. Äëÿ ðåàë³çàö³¿ êë³ºíòñüêèõ ñöåíàð³¿â áóëà 
ñòâîðåíà íîâà ïðîãðåñèâíà ìîâà JavaScript. Ãëîáàë³çàö³ÿ 
ñâ³òîâèõ ïðîöåñ³â ìàëà é ³ñòîòí³ íåäîë³êè — çîêðåìà, 
áóëî ôàêòè÷íî çàãóáëåíî áàãàòî ïðîãðàìíèõ ðîçðîáîê 
ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó.

Íà ïî÷àòêó XXI ñòîë³òòÿ ïðîãðàìè ìàòåìàòè÷íîãî 
àïàðàòó ïî÷àëè â³äíîâëþâàòèñÿ. Áóëè ðîçðîáëåí³ ñïåö³-
àëüí³ ìàòåìàòè÷í³ á³áë³îòåêè, â ÿêèõ âæå ïåðåâ³ðåí³ 
àëãîðèòìè ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â áóëè ïåðåïèñàí³ íîâèìè 
çàñîáàìè ïðîãðàìóâàííÿ. Äî íåäîë³êó òàêèõ á³áë³îòåê 
â³äíîñèòüñÿ ¿õ çàêðèò³ñòü ³ òå, ùî âîíè ðîçïîâñþäæóþòüñÿ 
çà ïëàòíîþ ë³öåíç³ºþ àáî íåçàêîííèìè «ï³ðàòñüêèìè» 
êîï³ÿìè. Îäíèìè ç íàéá³ëüø ïîïóëÿðíèõ ìîâ ïðîãðà-
ìóâàííÿ ïî÷àëà XXI ñòîë³òòÿ ïðîäîâæóþòü çàëèøàòèñÿ 
Pascal, C, C++ ³ òîìó ïîä³áí³.

Äî áåçïåðå÷íèõ äîñòî¿íñòâ ìîâè JavaScript â³äíî-
ñèòüñÿ ¿¿ äîñòóïí³ñòü ³ â³äêðèòà àðõ³òåêòóðà, õîðîø³ 
çàñîáè äëÿ âèâåäåííÿ äàíèõ â ³íòåðíåò-áðàóçåðè, 
ôàêòè÷íà áåçêîøòîâí³ñòü òà â³ëüíå ðîçïîâñþäæåííÿ 
á³áë³îòåê ïðîãðàì íà JavaScript. Õî÷à öÿ ìîâà é ìàº 
áàãàòî ñõîæîãî ç C++ (ñàìå íà éîãî áàç³ áóëà ïîáóäîâàíà 
ñèñòåìà êîìàíä JavaScript), ³äåîëîã³ÿ ïðîãðàìóâàííÿ íà 
JavaScript ïîì³òíî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä C òà C++, øâèäøå 
íàãàäóþ÷è «ïðîñóíóò³» âåðñ³¿ ìîâè PL/1 òà ïîä³áíèõ ðàí-
í³õ ìîâ ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Ïðàêòè÷íî í³õòî ç ðîçðîáíèê³â ñó÷àñíèõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ïðîãðàì íå âèêîðèñòîâóº âáóäîâàíó â áðàóçåðè 
ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ JavaScript äëÿ ïðîâåäåííÿ ìàòå- 
ìàòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Öÿ ìîâà íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóºòüñÿ 
äëÿ ñòâîðåííÿ äèíàì³÷íîãî äèçàéíó âåá-ñòîð³íîê òà 
ïîïåðåäíüî¿ îáðîáêè äàíèõ âåá-äèçàéíåðàìè, à íå 
ïðîãðàì³ñòàìè ÿê òàêèìè.

Ïðàöþþ÷è âåá-äèçàéíåðîì, ñòâîðþþ÷è âåá-ñàéòè, 
âåá-ñòîð³íêè ³ ïðîãðàìè íà JavaScript äëÿ «êë³ºíòñüêî¿ 
ñòîðîíè», àâòîð çìîãëà ïîáà÷èòè ïðàêòè÷íî íåîáìåæåí³ 
ìîæëèâîñò³ òà ïðèãîëîìøëèâó ãíó÷ê³ñòü ö³º¿ ìîâè ³ 
çðó÷í³ñòü ¿¿ çàñòîñóâàííÿ, ÿêà àáñîëþòíî íåçàñëóæåíî 
íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ïðîãðàìóâàíí³. 
Ç ìåòîþ ïîêàçàòè ïåðåâàãè ïðîãðåñèâíî¿ ìîâè JavaS-
cript àâòîð ðîçðîáèëà ñåð³þ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîãðàì äëÿ 
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é.  



Ìîâà JavaScript ñòâîðþº ïåâí³ òðóäíîù³ äëÿ 
ñó÷àñíèõ ïðîãðàì³ñò³â é îñîáëèâî äëÿ ïðîãðàì³ñò³â-
ìàòåìàòèê³â — àâòîð íå çóñòð³÷àëà ïðîãðàì ç àðñåíàëó 
ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó ³ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â, ðåàë³çîâàíèõ 
çàñîáàìè ìîâè JavaScript.

Äëÿ òîãî, ùîá ñêëàäàòè ðåàëüí³ êîìåðö³éí³ ïðîãðàìè 
íà ö³é ìîâ³, íåäîñòàòíüî âèâ÷èòè ïðîãðàìóâàííÿ ÿê 
âîíî º ³ ñèñòåìó êîìàíä JavaScript. Âèâåäåííÿ äàíèõ ç 
ìîâè JavaScript ìàº ñâîþ õàðàêòåðíó ñïåöèô³êó — âîíî 
çä³éñíþºòüñÿ ó ôîðì³ HTML- ³ XML-êîä³â ³ âåá-ñòîð³íîê 
â ³íòåðíåò-áðàóçåð. Ìîâà JavaScript ò³ñíî ïîâ’ÿçàíà ç 
ìîâàìè ã³ïåðòåêñòîâî¿ ðîçì³òêè ³ º íåâ³ä’ºìíèì âáóäî-
âàíèì îá’ºêòîì ó âåá-ñòîð³íêàõ.

Äëÿ ì³í³ìàëüíîãî îôîðìëåííÿ âèâåäåííÿ äàíèõ ç 
ïðîãðàì, íàïèñàíèõ íà JavaScript, íåîáõ³äíå åëåìåíòàðíå 
çíàííÿ HTML- ³ XML-ðàçìåòêè. Ãëèáîêå æ çíàííÿ âåá-
äèçàéíó ³ ìîâè ã³ïåðòåêñòîâî¿ ðîçì³òêè äîçâîëÿº âèâîäèòè 
íà åêðàí ìîí³òîðà äàí³ ïðàêòè÷íî áóäü-ÿêîãî â³çóàëüíî-
ïðèâàáëèâîãî äèçàéíó ³ îôîðìëåííÿ.

Íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì çàñîáîì äëÿ ðîçïîâñþäæåííÿ 
òà îáì³íó ïðîãðàì, íàïèñàíèõ íà ìîâ³ JavaScript, º 
ãëîáàëüíà ìåðåæà ²íòåðíåò. Âáóäîâàí³ ó âåá-ñòîð³íêè 
ïðîãðàìè ìîæóòü ðîçì³ùóâàòèñÿ íà ³íòåðíåò-ñàéòàõ ÿê 
â ïóáë³÷íîìó, òàê ³ â êîíô³äåíö³éíîìó (ïëàòíîìó àáî 
ïàðîëüíîìó) ðåæèìàõ. Âèêîíóþòüñÿ íàïèñàí³ ïðîãðàìè  
íà ñòîðîí³ Êë³ºíòà â éîãî ³íòåðíåò-áðàóçåð³, òîìó ñåð-
âåðíà ñòîðîíà äëÿ îá÷èñëåíü íå çàä³þºòüñÿ.

Êîðèñòóâà÷ íàïèñàíèõ íà ìîâ³ JavaScript ïðîãðàì 
ìîæå íå ìàòè îñîáëèâèõ íàâè÷îê ðîáîòè â ñïåö³àëüíèõ 
ïðîãðàìíèõ ïàêåòàõ, íå âñòàíîâëþâàòè äîðîãèõ êîìåð-
ö³éíèõ ïðîãðàì ³ íå êóïóâàòè îñîáëèâèõ ë³öåíç³é — éîìó 
äîñèòü ìàòè ³íòåðíåò-áðàóçåð òà åëåìåíòàðí³ íàâè÷êè 
êîðèñòóâà÷à ìåðåæ³ ²íòåðíåò.

Äëÿ çáåðåæåííÿ ðåçóëüòàò³â îá÷èñëåíü äîñèòü 
çáåð³ãòè âåá-ñòîð³íêó, ùî áóëà çãåíåðîâàíà JavaScript’îì, 
íà ëîêàëüíèé êîìï’þòåð àáî ñêîï³þâàòè äàí³ ç ³íòåðíåò-
áðàóçåðà â áóäü-ÿêèé çðó÷íèé êîðèñòóâà÷åâ³ äîäàòîê 
(çîêðåìà îô³ñíèé). Ìîæíà òàêîæ â³äïðàâèòè äàí³ íà äðóê 
íà ïðèíòåð àáî ó ôàéë PDF, íàäàë³ ïðîâ³âøè îáðîáêó 
öüîãî ôàéëó â á³ëüø óí³âåðñàëüíîìó ôîðìàò³. 
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§ 2. Програмне обчислення функцій Беселя

Ó § 5 ðîçä³ëó 2 áóëî îòðèìàíå êëàñè÷íå ðîçêëàäåííÿ 
â ðÿä ôóíêö³é Áåñåëÿ ç âèêîðèñòàííÿì ãàììà-ôóíêö³é 
Åéëåðà, à ñàìå:

z  (x)=—     —      (2.5.7)

Ïðèêëàäí³ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ 
â îêîë³ íóëÿ äëÿ ìàëèõ ³íäåêñ³â ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ ç 
âèêîðèñòàííÿì êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é çàñíîâàíî ñàìå 
íà öüîìó ðîçêëàäåíí³ â ðÿä.

Äàíà ôîðìóëà íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ 
îá÷èñëåíü çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ ïðè ö³ëèõ íåãàòèâíèõ 
çíà÷åííÿõ ³íäåêñó, îñê³ëüêè â ÿâíîìó âèãëÿä³ âîíà 
âèðîäæóºòüñÿ. Ïðè çíàõîäæåíí³ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ 
ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ³íø³ 
ðîçêëàäåííÿ — â ê³íöåâèé ðÿä â ÿâíîìó âèãëÿä³.

Програма 1. Обчислення значень функцій Беселя 
при цілих ненегативних значеннях індексу на базі раніше 
отриманого розкладення в ряд

 (x)=—     —ïðè n l 0    (2.5.8)

Îñê³ëüêè ðîçðàõóíêè ïðîâîäÿòüñÿ íà ïåðñîíàëüíèõ 
êîìï’þòåðàõ ç 32-ðîçðÿäíèì ïðåäñòàâëåííÿì äàíèõ, ³ 
ìîâà JavaScript ðîçðàõîâàíà ñàìå íà òàêå ïðåäñòàâëåííÿ 
³íôîðìàö³¿, ìè ìîæåìî ïðîâîäèòè ðîçðàõóíêè ç ðîçóìíîþ 
òî÷í³ñòþ (ïîãð³øí³ñòþ), ùî íå ïåðåâèùóº  E = 10-12. 

Äëÿ á³ëüøî¿ ÷àñòèíè ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ö³ ïîêàçíèêè 
ïîãð³øíîñò³ îá÷èñëåíü º äîñòàòí³ìè ³ çàäîâ³ëüíèìè. 
Âåëèêó ÷àñòèíó îá÷èñëåíü ìîæíà ïðîâîäèòè ç ìåí-
øîþ ïîãð³øí³ñòþ — ïîðÿäêó E = 10-6. Àëãîðèòìè, ùî  
ïðèâîäÿòüñÿ, º ñò³éêèìè ³ âðàõîâóþòü íåãàòèâí³ îñîáëè-
âîñò³ 32-ðîçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Âèêîðèñòàííÿ öèõ 
ïðîãðàì äëÿ 64-ðîçðÿäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ íå ìàº í³ÿêèõ 
óñêëàäíåíü ³ îáìåæåíü.
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Â³äïîâ³äíî äî (2.5.8) ïî÷àòêîâèé ÷ëåí ðÿäó ðîçêëà-
äåííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

a  = — —            (4.2.1)

Êîæåí ïîäàëüøèé ÷ëåí öüîãî ðÿäó ìîæå áóòè 
îá÷èñëåíèé â³äïîâ³äíî äî ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ:

a  =a   —       (4.2.2)

Íà ï³äñòàâ³ öüîãî ïðîãðàìíèé ìîäóëü íà ìîâ³ Java-
Script äëÿ ðîçðàõóíêó çíà÷åíü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ö³ëèì 
íåíåãàòèâíèì ³íäåêñîì, âáóäîâàíèé ó âåá-ñòîð³íêè é 
òàêèé, ùî ïðîâîäèòü îá÷èñëåííÿ áåç îêðóãëåííÿ ³ç 
çàäàíîþ òî÷í³ñòþ (ïîãð³øí³ñòþ), ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé 
íàñòóïíèì ÷èíîì:

<script type=”text/javascript”>
function NNBessel(x,n,eps)
{

var Emax = 1E-13; /* максимальна погрішність  */
var Emin = 1E-6;  /* мінімальна погрішність */
 
if (x == null)  x = 0;  /* змінна */
if (n == null)  n = 0;  /* індекс функції */
if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
 
/* далі виправлення і корекція заборонені  */
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* виправлення */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
 
x = Math.abs(x);
n = Math.abs(n);    /* округлення індексу */ 
n = Math.floor(n);
 
var ak = 1; /* змінні ітерації */
var s = 0;  /* змінні - сума ряду */
var k = 0;  /* нумерація членів ряду */ 
var i = 1; 
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/* обчислення нульового члена ряду */
for (i = 1; i <= n; i++)   ak = ak * x / 2 / i;

/* обчислення ряду із заданою погрішністю */
while (Math.abs(ak) > eps) 
{

s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (n + k));

}

/* виправлення погрішності та расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;

/* повернення отриманого значення суми ряду */ 
return s;

}
</script>

Âèêëèê ðîçðàõóíêó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ö³ëèì ³íäåêñîì 
ïðîâîäèòüñÿ øëÿõîì âèêëèêó NNBessel(x,n,eps), äå

x — çíà÷åííÿ çì³ííî¿;
n — íîìåð ³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ;
eps — òî÷í³ñòü (ïîãð³øí³ñòü) îá÷èñëåíü.
ßêùî âêàçàí³ çíà÷åííÿ íå áóäóòü çàäàí³ â ïàðàìåòðàõ 

³ íå âèçíà÷åí³, òî çà óìîâ÷àííÿì ïðèéìàþòüñÿ íàñòóïí³ 
çíà÷åííÿ çì³ííèõ äëÿ ôóíêö³¿ NNBessel:

x = 0 — çíà÷åííÿ çì³ííî¿;
n = 0 — íîìåð ³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ;
eps = 1Е-6 — òî÷í³ñòü (ïîãð³øí³ñòü) îá÷èñëåíü.

Âñ³ âêàçàí³ çíà÷åííÿ çì³ííèõ ìîæóòü áóòè ïåðå-
âèçíà÷åí³ òà çàäàí³ áåçïîñåðåäíüî êîðèñòóâà÷åì â òåêñò³ 
ñàìî¿ ïðîãðàìè — â ÿâíîìó âèãëÿä³.

Ïðîãðàìà êîðåêòíî ïðàöþº ó âñ³õ ïîøèðåíèõ 
³íòåðíåò-áðàóçåðàõ íà êîìï’þòåðàõ íå íèæ÷å í³æ ³ç 
32-ðîçðÿäíèìè ïðåäñòàâëåííÿìè, ïðè çíà÷åííÿõ ö³ëîãî 
³íäåêñó n â³ä 0 äî 10 (³íäåêñè îêðóãëÿþòüñÿ) ³ ïðè 
çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ x â³ä 0 îð³ºíòîâíî äî 50 òà ìåíø.

ßêíàéêðàù³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ñïîñòåð³ãàþòüñÿ 
ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó â äåÿê³é îêîë³ íóëÿ.
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Íà ïðàêòèö³ êîðèñòóâà÷åâ³ ìîæå çíàäîáèòèñÿ 
âæå ãîòîâèé âèêîíóâàíèé ìîäóëü — ÿê äëÿ îá÷èñëåíü 
êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ ç ö³ëèì íåíåãàòèâíèì 
³íäåêñîì, òàê ³ äëÿ îòðèìàííÿ òàáëèöü çíà÷åíü ôóíêö³é 
Áåñåëÿ ³ íàâ³òü â³çóàëüíî¿ ïîáóäîâè ãðàô³ê³â íà ìîí³òîð³.

Ïðèâîäèòüñÿ ïîâíèé HTML-êîä âåá-ñòîð³íîê, 
ÿêèé áåç çì³í íåîáõ³äíî çàïèñàòè â òåêñòîâèé ôàéë â 
áóäü-ÿêîìó òåêñòîâîìó ðåäàêòîðîâ³, âñòàíîâèâøè éîìó 
ñïåö³àëüíå ðîçøèðåííÿ .htm àáî .html. Àêòèâóâàâøè ôàéë 
â ³íòåðíåò-áðàóçåð³ â ëîêàëüíîìó ðåæèì³ (íàïðèêëàä, 
ïîäâ³éíèì êëàöàííÿì ìèø³ ïî ³ìåí³ ôàéëó àáî ïðàâîþ 
êíîïêîþ ìèø³), êîðèñòóâà÷ çìîæå ïðîâåñòè âñ³ íåîáõ³äí³ 
éîìó ðîçðàõóíêè.

Ó êîä³, ùî ïðèâîäèòüñÿ, âèêîðèñòàíèé ì³í³ìàëüíèé 
äèçàéí é ñòðîãå îôîðìëåííÿ, ÿêå ìîæå áóòè çì³íåíå 
øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ñòèë³â ³ CSS.

Îñîáëèâ³ñòþ äàíèõ ïðîãðàì º çâ³ò ïðî õ³ä âèêîíàííÿ 
îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó, ÿêèé çì³íþºòüñÿ òà äðóêóºòüñÿ 
âíèçó â³êíà â ðÿäêó ñòàíó ³íòåðíåò-áðàóçåðà. Ðåçóëüòàòè 
âèêîíàííÿ ïðîãðàìè ó âèãëÿä³ òàáëèö³ àáî ãðàô³êà 
äåìîíñòðóþòüñÿ â íîâîìó â³êí³, ùî â³äêðèâàºòüñÿ ç 
ìîìåíòó çàïóñêó ïðîãðàìè. 

Äàë³ îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â ìîæóòü áóòè 
çáåðåæåí³ íà ëîêàëüíèé êîìï’þòåð àáî ñêîï³éîâàí³ â 
áóäü-ÿêå îô³ñíó àáî ³íøó ñóì³ñíó ïðîãðàìó.

Íåîáõ³äíî òàêîæ ïàì’ÿòàòè, ùî â ìîâ³ JavaScript 
äåñÿòêîâ³ äðîáè çàïèñóþòüñÿ ç ðîçä³ëüíèêîì ó âèãëÿä³ 
êðàïêè, òîìó êîìó â ÷èñëàõ âèêîðèñòîâóâàòè çàáîðîíåíî.

Íàñòóïíà ïðîãðàìà ïðîâîäèòü ïîáóäîâó òàáëèö³ 
çíà÷åíü äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ç çàäàíèì ö³ëèì ³íäåêñîì 
òà çì³ííèìè. Ðåêîìåíäóºòüñÿ ñòâîðèòè òåêñòîâèé ôàéë ç 
³ì’ÿì ³ ðîçøèðåííÿì TabBessel.html

<html>
<head>
<title>Функції Беселя :: таблиця значень</title>

<script type=”text/javascript”>
/* Функція виведення таблиці Фнк. Беселя */  
function TabBessel()
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{
/* кожного разу відкривається нове вікно */
var msgWindow = Math.random() * 1000000;
msgWindow = Math.floor(msgWindow);
MsgBox = window.open(“”,msgWindow,”toolbar=yes,locat

ion=yes,scrollbars=yes,directories=yes,status=yes,menu
bar=yes,resizable=yes”);  

/* визначення змінних */
var Emax = 1E-12;
var Emin = 1E-1;
var PEmax = 12;
var PEmin = 1;

var i = 0; var j = 0; 
var index1 = Math.floor(document.form4.index1.value);
var index2 = Math.floor(document.form4.index2.value);
var delta = Math.abs(document.form4.delta.value);
var eps = Math.abs(document.form4.eps.value);

/* приведення констант до допустимих значень */
if (delta < Emax) delta = Emax; 
if (eps < PEmin) eps = PEmin;
if (eps > PEmax) eps = PEmax;

if ((index1 < 0) && (index2 < 0)) 
{ index1 = Math.abs(index1); 
index2 = Math.abs(index2); }
else if ((index1 < 0) && (index2 >= 0)) 

{ index2 = Math.max(-index1,index2); 
index1 = 0; }
else if ((index1 >= 0) && (index2 < 0))

{ index2 = Math.max(index1,-index2); 
index1 = 0; }

if (index2 < index1) 
{ var index0 = index2; 
index2 = index1; index1 = index0; }

var NN = index2 - index1 + 1;
var iks1 = Math.abs(document.form4.iks1.value);
var iks2 = Math.abs(document.form4.iks2.value);

if (iks2 < iks1) 
{ var iksx = iks2; iks2 = iks1; iks1 = iksx; }

var iks = iks1;
var ind = index1;
var Bessel = 0;



var delta2 = delta;  /* боротьба з округленням */
var p = 0;           /* порядок ступеня кроку */
var a = new Array(); 

/* визначення порядку ступеня кроку p */
while (Math.abs(delta2 - Math.floor(delta2)) > Emax)
{ delta2 = delta2 * 10 - Math.floor(delta2 * 10);
p = p + 1; }

/* виведення заголовка сторінки і таблиці */
MsgBox.document.writeln(‘<html><head><title>Функції 

Беселя :: таблиця значень</title>’);
MsgBox.document.writeln(“<meta http-equiv=’content-

type’ content=’text/html; charset=windows-1251’ /></
head>”);

MsgBox.document.writeln(“<body><table style=’font-
size: 9pt; text-align: right; font-family: verdana,ari
al,helvetica’><colgroup><col width=’100’ />”);

for (i = index1; i <= index2; i++) MsgBox.document.
writeln(“<col width=’150’ />”);

MsgBox.document.writeln(“</colgroup><tbody><tr 
style=’text-align: left; font-weight: bold;’><td>x</
td>”); 

for (i = index1; i <= index2; i++) MsgBox.document.
writeln(“<td style=’text-align: right; font-weight: 
bold;’>J<sub>”,i,”</sub> (x)</td>”);

var Miterac = Math.floor((iks2 - iks1) / delta) + 1;
var Niterac = 1; var delta1 = iks;

while ((Niterac <= Miterac) && (delta1 < iks2))
{ delta1 = iks;     /* боротьба з округленням */
delta1 = Math.round(delta1 * Math.pow(10,p)) / 

Math.pow(10,p);
MsgBox.document.writeln(“</tr>\n<tr><td 

style=’text-align: left; font-weight: 
bold;’>”,delta1,”</td>”);

/* запис про ітерацію в рядок стану */
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Виконується ітерація для
аргументу х = ‘+delta1+’ !! “)</’+’script’+’>’);
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/* виклик значень функцій і запис в таблицю */
for (i = index1; i <= index2; i++)

{ Bessel = NBessel(iks,i,eps);
MsgBox.document.writeln(“<td>”,Bessel,”</td>”); }

iks = iks + delta;
Niterac = Niterac + 1;
}

/* закриття кодів таблиці та веб-сторінки */
MsgBox.document.writeln(“</tr></tbody></table>”);
MsgBox.document.writeln(“</body></html>”);
MsgBox.document.close();  

}

/* Отримання значення Фнк. Беселя з округленням */ 
function NBessel(x,n,Peps)
{

var k = 0; var i = 1; 
var Emax = 1E-12; /* гранична погрішність */
var Emin = 1E-1;  /* мінімальна погрішність */

var PEmax = 12; 
var PEmin = 1;

if (n == null) n = 1; 
if (x == null) x = 0; 
x = Math.abs(x); 
n = Math.abs(n);       /* округлення індексу */
n = Math.floor(n);

var eps = 1; 
if (Peps == null) Peps = PEmin; 
Peps = Math.abs(Peps); 
eps = 1 / Math.pow(10,Peps); 

if (eps > Emin) eps = Emin; 
if (eps < Emax) eps = Emax; 

/* Розрахунок значень Фнк. Беселя без округлення */
var ak = 1; 
var s = 0;      
for (i = 1; i <= n; i++)   ak = ak * x / 2 / i; 

while (Math.abs(ak) > (eps / 10))
{  s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (n + k)); 
} 



/* виправлення погрішності та расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0;   
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;   

/* виведення коректного округлення отриманої суми */
var sgnm = 0;        
if (s > 0) sgnm = 1;
if (s < 0) sgnm = -1;
s = Math.abs(s);

var a = new Array(); 
a[0] = Math.floor(s);
a[1] = “.”;
var str = s - a[0];

for (i = 2; i <= (Peps + 2); i++) 
{ a[i] = Math.floor(str * 10);
str = str * 10 - Math.floor(str * 10);
}

k = Peps + 2;   
if (a[k] > 4)

{ k = k - 1;  
if (k == 1) k = 0;
a[k] = a[k] + 1;
while ((a[k] > 9) && (k > 0))

{ a[k] = 0;
k = k - 1;
if (k == 1) k = 0;
a[k] = a[k] + 1;
}

}

/* злиття отриманої таблиці в єдиний рядок */
a.pop();
if ((sgnm == -1) && (a.join(“”) > 0)) a.unshift(“-”);
s = a.join(“”);

/* повернення коректно округленого результату */
return s;

}
</script>
</head>

<body>
<!-- Початок відрисовки форми запиту -->
<form method=”post” name=”form4” id=”form4”>
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Функції Беселя індексу n від <input type=”text” 
name=”index1” id=”index1” style=”width: 50px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;” /> до <input 
type=”text” name=”index2” id=”index2” style=”width: 
50px; height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” /> 
з округленням і погрішністю 10 <input type=”text” 
value=”-6” name=”eps” id=”eps” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” />

<br /><br />Інтервал змінної x від <input type=”text” 
name=”iks1” id=”iks1” style=”width: 50px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;” /> до <input 
type=”text” name=”iks2” id=”iks2” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;” />  
з кроком <input type=”text” value=”1E-1” name=”delta” 
id=”delta” style=”width: 50px; height: 22px; 
border:#5a7381 1px solid;” /> 

<input type=”button” value=”Таблиця Фнк. Беселя” 
onClick=”TabBessel()” style=”width: 180px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;” />

</form>
</body></html>

Ìîæíà ëåãêî â³äçíà÷èòè, ùî áåçïîñåðåäíº îá÷èñëåííÿ 
çíà÷åíü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ çàéìàº íåçíà÷íèé îá’ºì ïðîãðà-
ìè — íå á³ëüøå 5%.

Áëèçüêî 95% îá’ºìó òåêñòó ïðîãðàìè çàéìàþòü 
ïåðåâ³ðêè êîðåêòíîñò³ ââåäåíèõ äàíèõ, ¿õ âèïðàâëåííÿ, 
îðãàí³çàö³ÿ âèâåäåííÿ ðåçóëüòàò³â îá÷èñëåíü ó ôîðì³ 
òàáëèö³ òà âåá-ñòîð³íêè â êîðåêòí³é ôîðì³ ï³ñëÿ îêðóãëåííÿ 
(â ò.÷. ç³ âñ³ìà íóëÿìè â ê³íö³ ÷èñåë).

Íåîáõ³äí³ñòü ãåíåðàö³¿ êîä³â ã³ïåðòåêñòîâî¿ ðîçì³òêè 
â õîä³ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè íàé÷àñò³øå é âèêëèêàº 
ñêëàäíîù³ ó ïðîãðàì³ñò³â, íå çíàéîìèõ ³ç âåá-äèçàéíîì. 
Ïðîòå öå æ ñàìå ðîáèòü ïðîãðàìè íà ìîâ³ JavaScript 
çðó÷íèìè ³ ïðîñòèìè äëÿ ¿õ ê³íöåâîãî êîðèñòóâà÷à.

Ïðèâåäåíèé òåêñò ïðîãðàìè ïðàöåçäàòíèé — éîãî 
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îá÷èñëåíü. ßê ïðèêëàä 
ïðèâåäåìî òàáëèö³ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ, îòðèìàí³ 
çà äîïîìîãîþ ñïðàâæíüî¿ ïðîãðàìè. Âèòðà÷åíèé íà 
ðîçðàõóíêè ³ âèâåäåííÿ äàíèõ ÷àñ ñêëàâ 2-3 ñåêóíäè.



x J0 (x) J1 (x) J2 (x) J3 (x) J4 (x) J5 (x) J6 (x)

0 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.1 0.997502 0.049938 0.001249 0.000021 0.000000 0.000000 0.000000

0.2 0.990025 0.099501 0.004983 0.000166 0.000004 0.000000 0.000000

0.3 0.977626 0.148319 0.011166 0.000559 0.000021 0.000001 0.000000

0.4 0.960398 0.196027 0.019735 0.001320 0.000066 0.000003 0.000000

0.5 0.938470 0.242268 0.030604 0.002564 0.000161 0.000008 0.000000

0.6 0.912005 0.286701 0.043665 0.004400 0.000331 0.000020 0.000001

0.7 0.881201 0.328996 0.058787 0.006930 0.000610 0.000043 0.000003

0.8 0.846287 0.368842 0.075818 0.010247 0.001033 0.000083 0.000006

0.9 0.807524 0.405950 0.094586 0.014434 0.001641 0.000149 0.000011

1 0.765198 0.440051 0.114903 0.019563 0.002477 0.000250 0.000021

1.1 0.719622 0.470902 0.136564 0.025695 0.003588 0.000399 0.000037

1.2 0.671133 0.498289 0.159349 0.032874 0.005023 0.000610 0.000061

1.3 0.620086 0.522023 0.183027 0.041136 0.006831 0.000901 0.000099

1.4 0.566855 0.541948 0.207356 0.050498 0.009063 0.001290 0.000152

1.5 0.511828 0.557937 0.232088 0.060964 0.011768 0.001799 0.000228

1.6 0.455402 0.569896 0.256968 0.072523 0.014995 0.002452 0.000332

1.7 0.397985 0.577765 0.281739 0.085150 0.018790 0.003275 0.000472

1.8 0.339986 0.581517 0.306144 0.098802 0.023197 0.004294 0.000657

1.9 0.281819 0.581157 0.329926 0.113423 0.028253 0.005538 0.000897

2 0.223891 0.576725 0.352834 0.128943 0.033996 0.007040 0.001202

2.1 0.166607 0.568292 0.374624 0.145277 0.040453 0.008828 0.001587

2.2 0.110362 0.555963 0.395059 0.162325 0.047647 0.010937 0.002066

2.3 0.055540 0.539873 0.413915 0.179979 0.055596 0.013397 0.002653

2.4 0.002508 0.520185 0.430980 0.198115 0.064307 0.016242 0.003367

2.5 -0.048384 0.497094 0.446059 0.216600 0.073782 0.019502 0.004225

2.6 -0.096805 0.470818 0.458973 0.235294 0.084013 0.023207 0.005246

2.7 -0.142449 0.441601 0.469562 0.254045 0.094984 0.027388 0.006452

2.8 -0.185036 0.409709 0.477685 0.272699 0.106669 0.032069 0.007863

2.9 -0.224312 0.375427 0.483227 0.291093 0.119033 0.037276 0.009503

3 -0.260052 0.339059 0.486091 0.309063 0.132034 0.043028 0.011394

3.1 -0.292064 0.300921 0.486207 0.326443 0.145618 0.049345 0.013559

3.2 -0.320188 0.261343 0.483528 0.343066 0.159722 0.056238 0.016022

3.3 -0.344296 0.220663 0.478032 0.358769 0.174275 0.063717 0.018806

3.4 -0.364296 0.179226 0.469722 0.373389 0.189199 0.071785 0.021934

3.5 -0.380128 0.137378 0.458629 0.386770 0.204405 0.080442 0.025429

3.6 -0.391769 0.095466 0.444805 0.398763 0.219799 0.089680 0.029311

3.7 -0.399230 0.053834 0.428330 0.409225 0.235279 0.099485 0.033601

3.8 -0.402556 0.012821 0.409304 0.418026 0.250736 0.109840 0.038316

3.9 -0.401826 -0.027244 0.387855 0.425044 0.266059 0.120718 0.043474

x J0 (x) J1 (x) J2 (x) J3 (x) J4 (x) J5 (x) J6 (x)

4 -0.397150 -0.066043 0.364128 0.430171 0.281129 0.132087 0.049088

4.1 -0.388670 -0.103273 0.338292 0.433315 0.295827 0.143908 0.055168

4.2 -0.376557 -0.138647 0.310535 0.434394 0.310029 0.156136 0.061725

4.3 -0.361011 -0.171897 0.281059 0.433347 0.323611 0.168720 0.068761

4.4 -0.342257 -0.202776 0.250086 0.430127 0.336450 0.181601 0.076279

4.5 -0.320542 -0.231060 0.217849 0.424704 0.348423 0.194715 0.084276

4.6 -0.296138 -0.256553 0.184593 0.417069 0.359409 0.207991 0.092745

4.7 -0.269331 -0.279081 0.150573 0.407228 0.369293 0.221355 0.101676

4.8 -0.240425 -0.298500 0.116050 0.395208 0.377960 0.234725 0.111051

4.9 -0.209738 -0.314695 0.081292 0.381055 0.385307 0.248017 0.120850

5 -0.177597 -0.327579 0.046565 0.364831 0.391232 0.261141 0.131049

5.1 -0.144335 -0.337097 0.012140 0.346618 0.395647 0.274004 0.141616

5.2 -0.110290 -0.343223 -0.021718 0.326517 0.398468 0.286512 0.152516

5.3 -0.075803 -0.345961 -0.054748 0.304641 0.399625 0.298567 0.163708

5.4 -0.041210 -0.345345 -0.086695 0.281126 0.399058 0.310070 0.175147

5.5 -0.006844 -0.341438 -0.117315 0.256118 0.396717 0.320925 0.186783

5.6 0.026971 -0.334333 -0.146375 0.229779 0.392567 0.331031 0.198560

5.7 0.059920 -0.324148 -0.173656 0.202284 0.386586 0.340293 0.210420

5.8 0.091703 -0.311028 -0.198954 0.173818 0.378766 0.348617 0.222298

5.9 0.122033 -0.295142 -0.222082 0.144579 0.369111 0.355911 0.234127

6 0.150645 -0.276684 -0.242873 0.114768 0.357642 0.362087 0.245837

6.1 0.177291 -0.255865 -0.261182 0.084598 0.344393 0.367065 0.257352

6.2 0.201747 -0.232917 -0.276882 0.054283 0.329414 0.370767 0.268597

6.3 0.223812 -0.208087 -0.289871 0.024042 0.312768 0.373124 0.279493

6.4 0.243311 -0.181637 -0.300072 -0.005908 0.294534 0.374075 0.289958

6.5 0.260095 -0.153841 -0.307430 -0.035347 0.274803 0.373565 0.299913

6.6 0.274043 -0.124980 -0.311916 -0.064060 0.253680 0.371551 0.309276

6.7 0.285065 -0.095342 -0.313525 -0.091837 0.231283 0.367996 0.317965

6.8 0.293096 -0.065219 -0.312277 -0.118474 0.207742 0.362876 0.325900

6.9 0.298102 -0.034902 -0.308219 -0.143775 0.183197 0.356177 0.333002

7 0.300079 -0.004683 -0.301417 -0.167556 0.157798 0.347896 0.339197

7.1 0.299051 0.025153 -0.291966 -0.189641 0.131706 0.338042 0.344410

7.2 0.295071 0.054327 -0.279980 -0.209872 0.105087 0.326635 0.348573

7.3 0.288217 0.082570 -0.265595 -0.228102 0.078114 0.313706 0.351621

7.4 0.278596 0.109625 -0.248968 -0.244202 0.050966 0.299301 0.353494

7.5 0.266340 0.135248 -0.230273 -0.258061 0.023825 0.283474 0.354140

7.6 0.251602 0.159214 -0.209703 -0.269584 -0.003126 0.266293 0.353512

7.7 0.234559 0.181313 -0.187465 -0.278697 -0.029702 0.247838 0.351570

7.8 0.215408 0.201357 -0.163778 -0.285346 -0.055719 0.228198 0.348280

7.9 0.194362 0.219179 -0.138873 -0.289495 -0.080996 0.207474 0.343621

8 0.171651 0.234636 -0.112992 -0.291132 -0.105357 0.185775 0.337576

9 -0.090334 0.245312 0.144847 -0.180935 -0.265471 -0.055039 0.204316

10 -0.245936 0.043473 0.254630 0.058379 -0.219603 -0.234062 -0.014459

11 -0.171190 -0.176785 0.139048 0.227348 -0.015040 -0.238286 -0.201584

12 0.047689 -0.223447 -0.084930 0.195137 0.182499 -0.073471 -0.243725



Ç ïîãëÿäó íàî÷íîñò³ ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº ñòâîðåííÿ 
ìàòåìàòè÷íî òî÷íèõ ãðàô³ê³â ôóíêö³é Áåñåëÿ â ³íòåðâàë³, 
íà ÿêîìó çàáåçïå÷óºòüñÿ çá³æí³ñòü ïðèâåäåíîãî âèùå 
àëãîðèòìó ³ ïðîãðàìè. Õî÷à çàñîáè ìîâè JavaScript íå 
íàäàþòü ìîæëèâîñòåé ðîáîòè ç ãðàô³êîþ ÿê òàêî¿ òà ç 
âåêòîðíèìè êðèâèìè, âèÿâèëîñÿ ìîæëèâèì çàì³íèòè öåé 
íåäîë³ê ³íøèìè çàñîáàìè.

Íà ìàëþíêó âãîð³ ïîêàçàíèé òî÷íèé ãðàô³ê ôóíêö³é 
Áåñåëÿ ç 0 ïî 9 ³íäåêñîì â ³íòåðâàë³ â³ä 0 äî 20. Êîåô³ö³ºíò 
ðîçòÿãíåííÿ ãðàô³êà ïî âåðòèêàë³ ð³âíèé 4.

Ãðàô³ê öèõ ôóíêö³é áóâ â³äìàëüîâàíèé ïðîãðàìîþ 
íà ìîí³òîð³ êîìï’þòåðà áåç âèêîðèñòàííÿ îïîðíèõ òî÷îê, 
íàáëèæåíü é àïðîêñèìàö³é. Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñÿ 
äëÿ êîæíîãî îêðåìîãî ï³êñåëÿ ïî÷àòêîâîãî çîáðàæåííÿ, 
ç êðîêîì 1 ðõ, ïðè÷îìó îäíà îäèíèöÿ ïî ãîðèçîíòàë³ àáî 
âåðòèêàë³ — 100 ï³êñåë³â (áåç óðàõóâàííÿ ðîçòÿãíåííÿ).

Ùîá ïîáóäóâàòè òî÷íå ãðàô³÷íå çîáðàæåííÿ ïåðøèõ 
10 ôóíêö³é Áåñåëÿ â ³íòåðâàë³ â³ä 0 äî 20, êîìï’þòåð 
âèêîíàâ (20 * 100) * 10 = 20 000 íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü 
çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ, âèõîäÿ÷è ç ðîçêëàäåííÿ â 
ðÿä áåç îêðóãëåííÿ. Äëÿ ðîçðàõóíêó çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ âèêîíóâàëîñÿ â ñåðåäíüîìó â³ä 5 äî 25 ³òåðàö³é, 
ùî ñóìàðíî ñêëàëî áëèçüêî 300 000 ³òåðàö³é.
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Ïåðñîíàëüíîìó êîìï’þòåðó ñåðåäíüî¿ ïîòóæíîñò³ òà 
³íòåðíåò-áðàóçåðó Mozilla Firefox â ëîêàëüíîìó ðåæèì³ 
áóëî ïîòð³áíî áëèçüêî õâèëèíè äëÿ çàê³í÷åííÿ îá÷èñëåíü 
³ çàâåðøåííÿ ïîâíî¿ îòðèñîâêè öèõ ãðàô³ê³â. Â òîé æå 
÷àñ áðàóçåðè IE ³ Opera âèòðàòèëè íà àíàëîã³÷íèé ïðîöåñ 
áëèçüêî 10-15 õâèëèí, ïðè öüîìó ïðîöåñ ñàìî¿ îòðèñîâêè 
ãðàô³ê³â áóâ äîáðå âèäèìèé ³ íàî÷íèé.

Íà ãðàô³êàõ âèäíî, ùî ôóíêö³¿ Áåñåëÿ í³áè òî 
ñïë³òàþòüñÿ â ù³ëüíèé äæãóò, ÿêèé âñå ù³ëüí³øå 
ïðèòèñêàºòüñÿ äî ãîðèçîíòàëüíî¿ îñ³ ïî ì³ð³ çðîñòàííÿ 
àðãóìåíòó é ³íäåêñó.

Äî äîñòî¿íñòâ àëãîðèòìó, ùî ïðèâîäèòüñÿ, â³äíî-
ñèòüñÿ ìàòåìàòè÷íà òî÷í³ñòü, óí³âåðñàëüí³ñòü ³ íàî÷í³ñòü, 
ìîæëèâ³ñòü çáåð³ãòè ðåçóëüòàòè íà êîìï’þòåð³ ç áðàóçåðà 
ó âèãëÿä³ ôàéëó. Äî íåäîë³ê³â — äîñòàòíüî âåëèêèé 
îá’ºì ôàéëó ³ ñïîâ³ëüíåíà øâèäê³ñòü îòðèñîâêè éîãî 
áðàóçåðàìè.

Íàñòóïíà ïðîãðàìà ïðîâîäèòü ïîáóäîâó ãðàô³ê³â äëÿ 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ç çàäàíèìè ö³ëèìè ³íäåêñàìè ³ çàäàíèì 
³íòåðâàëîì. Ðåêîìåíäóºòüñÿ ñòâîðèòè òåêñòîâèé ôàéë ç 
³ì’ÿì ³ ðîçøèðåííÿì GraphBessel.html

<html>
<head>
<title>Функції Беселя :: побудова графиків</title>
<script type=”text/javascript”>
/* Функція виведення графіка Фнк. Беселя */ 
function GraphBessel()

{
/* Відкривається нове вікно */
var msgWindow = Math.random() * 1000000;   
msgWindow = Math.floor(msgWindow);
MsgBox = window.open(“”,msgWindow,”toolbar=yes,locat

ion=yes,scrollbars=yes,directories=yes,status=yes,menu
bar=yes,resizable=yes”); 

/* Виведення заголовка веб-сторінки */
MsgBox.document.writeln(“<html><head><title>Функції 

Беселя :: графік</title>”);
MsgBox.document.writeln(“<meta http-equiv=’content-

type’ content=’text/html; charset=windows-1251’ />”);
MsgBox.document.writeln(“<style>div { position: 

absolute; } body { font-family: verdana, arial, 
helvetica, sans-serif; font-size: 10pt; } </style></
head>”); MsgBox.document.writeln(“<body>”);



/* Кольори для розфарбовування графіків */
var c = new Array (“ff0000”,”0000ff”,”009900”,

”b600b6”,”3399cc”,”8800ff”,”12be8f”,”fb1da1”,”c8a283”,
”f26521”)

if (m < n)   { var nn = m; m = n; n = nn; }
if (x2 < x1)  { var xx = x2; x2 = x1; x1 = xx; }

var Posx = 50; 
var Posy = koeff * 100 + 50; 
var y = x = 0; 
var yJ = xJ = 0;
var y1 = y0 = Posy;

var Bessel0 = Bessel = 0;
var DimY0 = DimY = 1; 

var r = j1 = j = i = 0; 
var Maxx = Math.floor((x2 - x1) * step * koefg);

/* Побудова графіка */
for (j = n; j <= m; j++)

{
j1 = j - n;
while (j1 > 9) j1 = j1 - 10; /* колір графіка */

xJ = j1 * 90 + Posx;
yJ = Posy * 2 + (j - n - j1) * 3;

/* назва функції вибраним кольором */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’color: 

#”,c[j1],”; top: “,yJ,”px; left: “,xJ,”px; height: 
50px;’>J<sub>”,j,”</sub>(x)</div>”);

DimY = 1; 
Bessel0 = NNBessel(x1,j,eps);
Bessel = NNBessel(x1 + 1 / step,j,eps);
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1; 

y0 = Posy - Math.round(Bessel0 * step * koeff);
y = Posy - Math.round(Bessel * step * koeff);
x = Posx + x1 * step;

/* рядок стану */
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Виконується ітерація 
для індексу n = ‘+j+’ і аргументу х = ‘+x1+’ !! 
“)</’+’script’+’>’);

var step = 100;
var x1 = Math.abs(document.form5.iks1.value);
var x10 = Math.floor(x1);
var x2 = Math.abs(document.form5.iks2.value);
var x20 = Math.floor(x2);
var eps = Math.abs(document.form5.eps.value);
var n = Math.floor(document.form5.index.value);
var m = Math.floor(document.form5.index1.value);
var koeff = Math.floor(Math.abs(document.form5.koeff.

value));
if (koeff == 0)  koeff = 1;
var koefg = Math.floor(Math.abs(document.form5.koefg.

value));
if (koefg == 0)  koeff = 1;

/* Побудова координатних осей */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 40px; 

left: 50px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 1px; height: “,(20 + koeff * 200),”px; 
background-color: #5a7381;’><tr><td></td></
tr></table></div> <div style=’top: 50px; left: 
45px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 10px; height: 1px; background-
color: #5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> 
<div style=’top: “,(50 + koeff * 200),”px; left: 
45px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 10px; height: 1px; background-color: 
#5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> “);

var ii = 1; 
for (ii = x10; ii < (x20 + 1); ii++) 

{
MsgBox.document.writeln(“<div style=’font-size: 

8pt; color: #5a7381; left: “,(52 + (ii - x10) * 100  * 
koefg),”px; top: “,(60 + koeff * 100),”px;’>”,ii,”</
div>”);

MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: “,(45 
+ koeff * 100),”px; left: “,(50 + (ii - x10) * 100  * 
koefg),”px;’><table cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ 
style=’width: 1px; height: 10px; background-
color: #5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div> 
<div style=’top: “,(50 + koeff * 100),”px; left: 
“,(50 + (ii - x10) * 100  * koefg),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: “, 
(100 * koefg),”px; height: 1px; background-color: 
#5a7381;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

}
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MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 
“,y,”px; left: “,(x - x10 * 100),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: 
1px; height: “,DimY,”px; background-color: 
#”,c[j1],”;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

DimY0 = DimY; y0 = y; 
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1;

for (i = 1; i <= Maxx; i++)
{
x = i / (step * koefg) + x1;

/* виклик обчислення значення функції */
Bessel = NNBessel(x,j,eps);
if (Bessel0 < Bessel) r = 1; else r = -1; 

x = Math.round (x * step) / step;
MsgBox.document.writeln(‘<script type=”text/

javascript”>window.status=(“Виконується ітерація 
для індексу n = ‘+j+’ і аргументу х = ‘+x+’ !! 
“)</’+’script’+’>’);

x = Posx + i + x1 * step;
x = Math.round(x);
y = Posy - Math.round(Bessel * step * koeff)

DimY = 1;
if (r > 0) 

{ if (y0 > (y + 1)) DimY = y0 - y; y1 = y; }

else  { if (y0 < (y + 1)) DimY = y - y0; 
y1 = y - DimY; } 

/* Виведення 1рх фрагмента графіка функції */
MsgBox.document.writeln(“<div style=’top: 

“,y1,”px; left: “,(x - x10 * 100),”px;’><table 
cellpadding=’0’ cellspacing=’0’ style=’width: 
1px; height: “,DimY,”px; background-color: 
#”,c[j1],”;’><tr><td></td></tr></table></div>”);

DimY0 = DimY; y0 = y; Bessel0 = Bessel;
} 

}

/* Закриття веб-сторінки в новому вікні */
MsgBox.document.writeln(“</body></html>”);
MsgBox.document.close();

}
/* закінчення тексту функції виведення графіка */
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function NNBessel(x,n,eps)
/* скопіювати текст функції із стор. 126-127 */
/* на цьому місці може бути будь-яка інша функція */

</script>
</head>
<body>
<!-- Початок отрисовки форми запиту -->
<form method=”post” name=”form5” id=”form5”>

Функції Беселя індексу від <input type=”text” 
name=”index” id=”index” style=”width: 50px; height: 
22px; border:#5a7381 1px solid;”> до <input 
type=”text” name=”index1” id=”index1” style=”width: 
50px; height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> 
 
<br />Інтервал змінної від <input type=”text” 
value=”0” name=”iks1” id=”iks1” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> до <input 
type=”text” name=”iks2” id=”iks2” style=”width: 50px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”> одиниць

<br />Коефіцієнт розтягування графіка по вертикалі 
<input type=”text” value=”1” name=”koeff” id=”koeff” 
style=”width: 50px; height: 22px; border:#5a7381 1px 
solid;”> 

<br />Коефіцієнт розтягування графіка по горизонталі  
<input type=”text” value=”1” name=”koefg” id=”koefg” 
style=”width: 50px; height: 22px; border:#5a7381 1px 
solid;”> 

<br /><br />Вводимі величини індексу приводяться до 
цілих ненегативних значень 
<br />В базовому варіанті 1 одиниця = 100 рх, 
точність обчислень  <input type=”text” value=”1E-6” 
name=”eps” id=”eps” style=”width: 50px; height: 22px; 
border:#5a7381 1px solid;”>

<br /><br /><input type=”button” value=”Графік Фнк. 
Беселя” onClick=”GraphBessel()” style=”width: 180px; 
height: 22px; border:#5a7381 1px solid;”>

</form>
</body></html>



Ìîæíà â³äçíà÷èòè, ùî âåëèêó ÷àñòèíó òåêñòó 
ïðîãðàìè çàéìàº îôîðìëåííÿ âèâîäó ìàòåìàòè÷íî òî÷íîãî 
³ êîðåêòíîãî (ïî-òî÷å÷íîãî) ãðàô³êà ôóíêö³é â ñåðåäî-
âèù³, äå â³äñóòí³ ãðàô³÷í³ òà âåêòîðí³ çàñîáè.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà âèâîäèòè íà ìîí³òîð êîìï’þòåðà 
òàáëèö³ òà ãðàô³êè çàñîáàìè JavaScript — äîñèòü çì³íèòè 
âèä³ëåíèé ôðàãìåíò òåêñòó ôóíêö³¿ ìàòåìàòè÷íîãî 
ðîçðàõóíêó. Ó ò³ë³ ñàìî¿ ôóíêö³¿ êâàäðàòíîþ äóæêîþ 
ïîì³÷åíèé ôðàãìåíò, ÿêèé íåîáõ³äíî çì³íèòè, ÿêùî 
ïîòð³áíî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ÿêèõ-íåáóäü ³íøèõ ôóíêö³é ç 
³íøèìè ðîçêëàäåííÿìè â ðÿä. Ïðîãðàìè íîñÿòü ìîäóëüíèé 
õàðàêòåð, òîìó íàäàë³ ïðèâîäèòèìóòüñÿ ò³ëüêè îêðåì³ 
ôðàãìåíòè, ùî ï³äëÿãàþòü çàì³í³.

Програма 2. Обчислення значень функцій Беселя при 
довільних значеннях індексу на базі раніше отриманого 
розкладення в ряд

  (x)=—     —       (2.5.7)

Ââàæàòèìåìî, ùî ïðè ö³ëèõ íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ 
³íäåêñó âèêîíóºòüñÿ íàñòóïíà ð³âí³ñòü:

 (x)= — (x)    — ö³ëå íåíåãàòèâíå ÷èñëî   
      

Â³äïîâ³äíî äî (2.5.8) ïî÷àòêîâèé ÷ëåí ðÿäó ðîçêëàäåí-
íÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

a  = ——          (4.2.3)

Êîæåí ïîäàëüøèé ÷ëåí öüîãî ðÿäó ìîæå áóòè 
îá÷èñëåíèé â³äïîâ³äíî äî ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ:

a  =a   —       (4.2.4)

Äëÿ ïðàâèëüíèõ îá÷èñëåíü ³ ðîçðàõóíêó ïî÷àòêîâîãî 
(íóëüîâîãî) çíà÷åííÿ ³òåðàö³¿ áóäå ïîòð³áíî îá÷èñëåííÿ 
çíà÷åííÿ Ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà.
142



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





 -

0 2
x

( +1)
1

(—1) (x/2)2

k ( +k )k k-1



143

Çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â äëÿ ðîçðàõóíê³â 
çíà÷åíü Ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà ìàº ñïåöèô³êó ó çâ’ÿçêó ç 
òèì, ùî ïîáëèçó íóëÿ òà ö³ëèõ íåãàòèâíèõ ÷èñåë Ãàììà-
ôóíêö³ÿ Åéëåðà ìàº íåóñóâí³ îñîáëèâîñò³ òà òåðïèòü 
íåóñóâíèé ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè ðîçðèâ, ñïðÿìîâóþ÷èñü 
íà áåçê³íå÷í³ñòü.

Â³äïîâ³äíî, ³ çíà÷åííÿ Ãàììà-ôóíêö³¿ íå ìîæóòü 
áóòè îòðèìàí³ øëÿõîì ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â íå ò³ëüêè ó 
âêàçàíèõ îñîáëèâèõ êðàïêàõ, àëå ³ â ¿õ íàéáëèæ÷îìó îêîë³. 
Â òîé æå ÷àñ ïðè íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ Ãàììà-
ôóíêö³ÿ Åéëåðà ïåðåòâîðþºòüñÿ íà çâè÷íèé ôàêòîð³àë, 
ðîçøèðåííÿì ÿêîãî âîíà º.

 (n +1) = n !         (4.2.5)
Ç öüîãî âèõîäèòü, ùî äëÿ êîðåêòíîãî çàñòîñóâàííÿ 

÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ïðè çíà÷åííÿõ ³íäåêñó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, 
áëèçüêèõ äî ö³ëèõ íåãàòèâíèõ ÷èñåë, ôóíêö³¿ Áåñå- 
ëÿ íåîáõ³äíî çàì³íþâàòè íà â³äïîâ³äí³ öåëî÷èñåëüí³ 
ôóíêö³¿ Íåéìàíà, îá÷èñëåííÿ ÿêèõ ñêëàäí³øå ³ áóäå 
ðîçãëÿíóòî â íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ç çíà÷åííÿìè ³íäåêñàìè ïîáëèçó 
íóëÿ íåîáõ³äíî çàì³íþâàòè íà ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íóëüîâèì 
³íäåêñîì. Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ç çíà÷åííÿìè ³íäåêñó ïîáëèçó 
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íåîáõ³äíî çàì³íþâàòè íà ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ ç íàòóðàëüíèì ³íäåêñîì ³ ñàìå äëÿ íèõ ÿâíî 
âèêîðèñòîâóâàòè êëàñè÷í³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íàòóðàëüíèì 
³íäåêñîì, ïåðåâ³ðåí³ é ñò³éê³ ïðîãðàìè ¿õ îá÷èñëåíü òà 
ðÿäè, ùî äîáðå ñõîäÿòüñÿ.

Äëÿ ïðîãðàìíîãî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü Ãàììà-ôóíêö³¿ 
Åéëåðà âèêîðèñòîâóºòüñÿ ¿¿ áàçîâå ïîäàâàííÿ ó âèãëÿä³ 
íåâëàñíîãî ³íòåãðàëà (Åéëåðîâà ³íòåãðàëà 2 ðîäó).

 (x)  = e t   dt   ãäå x>0      (4.2.6)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ öüîãî ³íòåãðàëà âèêî-
ðèñòàºìî ê³íöåâ³ ñóìè Äàðáó ³ ê³íöåâèé ³íòåðâàë. Çàïèøåìî 
íàñòóïíå ê³íöåâå ïîäàâàííÿ:

 (x) =  lim   e  t   dt     äå t = k dt     (4.2.7)
                            é  x>1     

n
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dt30
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Îäí³ºþ ç îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé Ãàììà-ôóíêö³¿ 
Åéëåðà º ôóíäàìåíòàëüíå â³äíîøåííÿ:

 (x+1) = x  (x)         (4.2.8)
 (x—1) =  (x) / (x—1)        (4.2.9)
Çàâäÿêè ö³é ôóíäàìåíòàëüí³é âëàñòèâîñò³ ìîæíà 

îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðè íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ 
çì³ííî¿, çðîáèâøè â³äïîâ³äíó ïîïðàâêó. 

<script type=”text/javascript”>
function GammaFunction(x)
{

var n = 1000; /* ітерації не збільшувати */ 
var dt = 1E-1; /* крок ітерацій не збільшувати */ 
var Emin = 1E-3; /* погрішність відхилення */ 
var flag = 0; /* приналежність до області збіжності */ 
var i = ss = s = 0;
var xr = Math.round(x);

/* близько до негативних цілих чисел і нуля */
if ((Math.abs(x - xr) < Emin) && (x < dt)) return s; 

/* приведення до області хорошої збіжності */ 
while (x < 4)
 { flag = ++flag; /* flag = flag + 1 */
 x = ++x;        /* x = x + 1 */
 }
 /* обчислення суми Дарбу для інтеграла Ейлера */ 
var ti = 0;
xr = x - 1;
for (i = 1; i <= n; i++)  
 { ti = i * dt;
 s = s + dt * Math.pow(ti,xr) * Math.exp(-ti); 
 }
/* обчислення на області поганої збіжності */
while (flag > 0)

{ x = --x;      /* x = x - 1 */
flag = --flag;   /* flag = flag - 1 */
s = s / x; 
}

return s;
}
</script>
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Ïîáëèçó íåãàòèâíèõ ö³ëèõ ÷èñåë ïðîãðàìà îá÷èñëåíü 
ïîâåðòàº íóëü, îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ íà ö³é ìíîæèí³ ÷èñåëü-
íèìè ìåòîäàìè íå âèçíà÷åíà.

Ïðèì³òíî, ùî íåãàòèâí³ çíà÷åííÿ Ãàììà-ôóíêö³¿ 
Åéëåðà, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ çà öèì àëãîðèòìîì, ì³ñòÿòü 
â³äíîñíî âèñîê³ ïîãð³øíîñò³. Â îêîë³ íóëÿ ïîãð³øíîñò³ ùå 
âèù³. Ïðè âåëèêèõ íåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ îá÷èñëåííÿ çà 
öèì àëãîðèòìîì âòðà÷àº ñåíñ, îñê³ëüêè ãðàô³ê ôóíêö³¿ 
íàãàäóº áóêâó Ï.

ßêíàéêðàùà çá³æí³ñòü ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íà îáëàñò³ 
çíà÷åíü çì³ííî¿ (4..5), íàéã³ðøà — á³ëÿ îäèíèö³ òà ïðè 
âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿. Ïðè çíà÷åííÿõ ìåíøå îäèíèö³ 
ôîðìóëó âèêîðèñòîâóâàòè íå ìîæíà — çì³ííó ïîòð³áíî 
ñïî÷àòêó ïðèâåñòè ñïî÷àòêó äî îáëàñò³ çá³æíîñò³.

Õîðîøà ñò³éê³ñòü ïðîãðàìè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ò³ëüêè 
ïðè íåâåëèêèõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿, ùî 
ïåðåâèùóþòü çíà÷åííÿ 3, àëå êðàùå âñüîãî öåé àëãîðèòì 
ñõîäèòüñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç 4. Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà îáìå-
æèòèñÿ ïîð³âíÿíî íåâåëèêèì ÷èñëîì ³òåðàö³é. Òîìó îá÷èñ-
ëåííÿ â ðÿä â ö³é ïðîãðàì³ ïî÷èíàþòüñÿ ç ÷èñëà 4, à âñ³ 
ìåíø³ çíà÷åííÿ ïðèâîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.2.9).

Íàâåäåíèé àëãîðèòì º òàêèì, ùî ðîçõîäèòüñÿ, òîáòî 
ïðè çðîñòàíí³ ÷èñëà ³òåðàö³é n ³ çìåíøåíí³ êðîêó dt íå 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïîì³òíå ïîë³ïøåííÿ ðåçóëüòàò³â îá÷èñëåíü 
íà 32-ðîçðÿäíèõ ïðèêëàäêàõ. Á³ëüø òîãî, ðåçóëüòàò ìîæå 
ïîã³ðøèòèñÿ, à ÷àñ ðîáîòè ÏÊ — çðîñòàº àæ äî ïîâíîãî 
áëîêóâàííÿ ðîáîòè ïðîãðàìè (ïðè ïåðåâèùåíí³ êîæíîãî ç 
âêàçàíèõ ïàðàìåòð³â á³ëüø í³æ â 100 ðàç³â).

Ïðèâåäåí³ ïàðàìåòðè n òà dt áóëè âèÿâëåí³ 
äîñë³äíèì øëÿõîì, âîíè çàáåçïå÷óþòü äóæå øâèäêèé ³ 
ìàêñèìàëüíî òî÷íèé ðîçðàõóíîê ñêëàäíîãî àëãîðèòìó, 
ÿêèé íàäàë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íåö³ëèì ³íäåêñîì, ³ äëÿ ðîçðàõóíêó 
äðóãîãî ë³í³éíî-íåçàëåæíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Áåñå- 
ëÿ — ôóíêö³é Íåéìàíà äîâ³ëüíîãî ³íäåêñó.

Äëÿ çðó÷íîñò³ ìîæíà âèâåñòè çíà÷åííÿ Ãàììà-
ôóíêö³¿ Åéëåðà ó ôîðì³ òàáëèö³, ÿê³ áóëè îá÷èñëåí³ çà 
äîïîìîãîþ öüîãî àëãîðèòìó áåç îêðóãëåíü ³ ïîïðàâîê. ×àñ 
îá÷èñëåíü ³ âèâîäó íà ìîí³òîð íà êîìï’þòåð³ ñåðåäíüî¿ 
ïîòóæíîñò³ — âñüîãî äåê³ëüêà ñåêóíä.



Õî÷à îá÷èñëåííÿ Ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà ³ â³äïîâ³äíî 
óçàãàëüíåíîãî ôóíêö³îíàëà âêëþ÷åíî â ðÿä ìàòåìàòè÷íèõ 
ïàêåò³â, àâòîð âèçíàëà íåîáõ³äíèì äåòàëüíî ðîç³áðàòè 
àëãîðèòì îá÷èñëåíü ³ ïîêàçàòè íà ïðèêëàäàõ éîãî îñîá-
ëèâîñò³ â ñòàíäàðòíèõ 32-ðîçðÿäíèõ ïðîãðàìàõ.

Ïðèâåäåìî àëãîðèòì ³ ïðîãðàìó îá÷èñëåíü çíà÷åíü 
ôóíêö³é Áåñåëÿ ç äîâ³ëüíèì ³íäåêñîì, çîêðåìà íåö³ëèì ³ 
íåãàòèâíèì.

<script type=”text/javascript”>
function Bessel(x,ind,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальна погрішність */ 
var Emin = 1E-6; /* мінімальна погрішність */
 
if (x == null)  x = 0;      /* змінна */
if (ind == null)  ind = 0;  /* індекс функції */
if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
 
/* далі виправлення і корекція заборонені */
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* виправлення  */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
x = Math.abs(x);

var ak = 1; /* змінні ітерації */ 
var s = 0; /* змінні - сума ряду */ 
var до = 0; /* нумерація членів ряду */ 
var i = 1;

/* близькість індексу до цілих чисел */
var indr = Math.round(ind);
if (Math.abs(ind - indr) < Emin) 
  { s = NNBessel(x,indr,eps);
  if (ind < 0) s = -s;
  return s;
  }

/* виклик Гамма-функції Ейлера */ 
var gamma = GammaFunction(ind+1);

/* обчислення нульового члена ряду */ 
ak = Math.pow((x/2),ind) / gamma;
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/* обчислення ряду із заданою погрішністю */
while (Math.abs(ak) > eps) 
{

s = s + ak;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (ind + k));

}

/* виправлення погрішності та расходимости */ 
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if (Math.abs(s) > 1)  s = 0;

/* повернення отриманого значення суми ряду */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåíèé àëãîðèòì âèêîðèñòîâóº ïðÿìå îá÷èñëåí-
íÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ â ìàëîìó îêîë³ ö³ëèõ çíà÷åíü 
³íäåêñó. Öå çàáåçïå÷óº ³ñòîòíå ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ 
ïðè îá÷èñëåííÿõ íàéá³ëüø ïîïóëÿðíèõ â ïðàêòè÷íèõ 
çàñòîñóâàííÿõ ôóíêö³é.

Íà ïðàêòèö³ ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ñòèêàòèñÿ ç îá÷èñ-
ëåííÿìè çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ ç ö³ëèì íåíåãàòèâíèì 
³íäåêñîì àáî ³íäåêñàìè, äóæå áëèçüêèìè äî ö³ëèõ. Öèì 
ìîæíà îáìåæèòèñÿ, ÿêùî íåìàº îñîáëèâîñòåé.

Ó ðàç³ îñîáëèâîñòåé ³ íåîáõ³äíîñò³ âèêîðèñòîâóâàòè 
äðóãèé íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ ç ö³ëèì 
çíà÷åííÿì ³íäåêñó ïðîãðàìà âèäàº ë³í³éíî-çàëåæíå 
ðîçâ’ÿçîê, ùî â³äð³çíÿºòüñÿ ò³ëüêè íà çíàê. Òîìó â 
öüîìó âèïàäêó ìàòåìàòè÷í³ ðîçðàõóíêè âèìàãàþòü 
îáîâ’ÿçêîâîãî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Íåéìàíà, ÿê³ 
áóäóòü ðîçãëÿíóò³ â íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ïðîãðàìà äîçâîëÿº ëåãêî 
îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ïðè íåãàòèâíèõ 
íåö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó, âèêîðèñòîâóâàòè ö³ 
çíà÷åííÿ ÿê åëåìåíò ðîçêëàäåííÿ çà äðóãèì ë³í³éíî-
íåçàëåæíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ íà ïðàêòèö³ 
íå ðåêîìåíäóºòüñÿ. Ïðè ïîáóäîâ³ òî÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ 
ìîäåëåé ñêëàäíèõ ïðîöåñ³â ³ç îñîáëèâîñòÿìè ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ ç íåãàòèâíèì çíà÷åííÿì ³íäåêñó íå çàáåçïå÷óþòü 
êîðåêòí³ñòü ìîäåëþâàííÿ ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â.
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§ 3. Програмне обчислення функцій Неймана

Ó ñïåö³àëüí³é ë³òåðàòóð³ ôóíêö³ÿì Íåéìàíà 
ïðèä³ëÿºòüñÿ çíà÷íî ìåíøå óâàãà, í³æ ôóíêö³ÿì Áåñåëÿ, 
ÿê³ ñòâîðþþòü ïåðøèé ë³í³éíî-íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ.

Â ïðèêëàäíèõ çàâäàííÿõ ôóíêö³¿ Íåéìàíà íàé- 
÷àñò³øå ãðàþòü äîïîì³æíó ðîëü, äîçâîëÿþ÷è êîðåêòí³øå 
ìîäåëþâàòè ô³çè÷í³ ïðîöåñè, ïîâ’ÿçàí³ ç õâèëÿìè, 
êîëèâàííÿìè, âèãèíîì, ì³öí³ñòþ, íàãð³âàííÿì, îõîëîä-
æåííÿì òà ³í., â îêîë³ íàÿâíèõ îñîáëèâîñòåé.

Ó ðÿä³ àíîòàö³é äî ñòàíäàðòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïàêå-
ò³â ôóíêö³¿ Íåéìàíà àâòîðè çàêëèêàþòü âèêîðèñòîâóâàòè 
ò³ëüêè â êðàéí³õ âèïàäêàõ, ÿêùî áåç íèõ íåìîæëèâà 
ïîáóäîâà êîðåêòíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³. Ó äåÿêèõ 
ïàêåòàõ ïðîãðàìè îá÷èñëåíü ôóíêö³é Íåéìàíà é çîâñ³ì 
â³äñóòí³.

Öå ïîâ’ÿçàíî â ïåðøó ÷åðãó ç ïåðåæèòêàìè êîìï’þ-
òåðíî¿ åðè ñåðåäèíè ³ ê³íöÿ XX ñòîë³òòÿ, êîëè îá÷èñëåííÿ 
áóëè ïîâ’ÿçàí³ ç îá’ºêòèâíèìè ôàêòîðàìè — ìàëèì 
ïàðêîì ðåàëüíèõ ÅÎÌ, äîðîãèì ³ îáìåæåíèì ìàøèííèì 
÷àñîì, íèçüêîþ ðîçðÿäí³ñòþ á³ëüøîñò³ ïðèêëàäê³â, ìàëîþ 
øâèäê³ñòþ âèêîíàííÿ ïðîãðàì, ñêëàäí³ñòþ çáåð³ãàííÿ 
äàíèõ íà íîñ³ÿõ ³ òàê äàë³

Ïðîáëåìè áóëè ìàéæå ïîâí³ñòþ óñóíåí³ âæå íà 
ïî÷àòêó XXI ñòîë³òòÿ, êîëè ðåàëüí³ ìàòåìàòè÷í³ ðîçðà-
õóíêè äëÿ á³ëüøîñò³ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ñòàëî ìîæëèâî 
ïðîâîäèòè íà ïåðñîíàëüíèõ êîìï’þòåðàõ ñåðåäíüî¿ 
ïîòóæíîñò³. Àäæå ùå ÿêèõîñü 40-50 ðîê³â òîìó íàçàä äëÿ 
òàêèõ ðîçðàõóíê³â çä³éñíþâàëèñÿ íàéïîòóæí³ø³ ÅÎÌ 
êëàñó ªÑ.

²ñòîòíîþ ïðîáëåìîþ âèÿâèëîñÿ òå, ùî á³ëüø³ñòü 
ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì ³ àëãîðèòì³â áóëè íàïèñàí³ íà 
ìîâ³ Ôîðòðàí, ÿêèé íà ïåðñîíàëüíèõ êîìï’þòåðàõ 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ âêðàé ð³äêî, à äîñòóïí³ á³áë³îòåêè ïðîã-
ðàì ïîêè ìàëî ïîøèðåí³, òà ¿õ ñòâîðåííÿ ðåàëüíå.

Â ñâ³òë³ íàóêîâî-òåõí³÷íîãî ïðîãðåñó ïðîáëåìà 
é ñêëàäí³ñòü îá÷èñëåíü ôóíêö³é Íåéìàíà âèÿâëÿºòüñÿ 
âæå íå òàêîþ é ãîñòðîþ — ïðèâåäåí³ äàë³ â öüîìó 
ïàðàãðàô³ ïðîãðàìè äîçâîëÿþòü âèêîíàòè ðîçðàõóíêè 
íà ïåðñîíàëüíîìó êîìï’þòåð³ â ñòàíäàðòíèõ ³íòåðíåò-
ïðîãðàìàõ. Ïåðåä öèì çðîáèìî íåâåëèêèé â³äñòóï.

Ó çâ’ÿçêó ç ÍÒÏ àâòîðà çàö³êàâèëà ìîæëèâ³ñòü 
âèêîðèñòàííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà ÿê òàêîâèõ, áåç çàëó÷åííÿ 
êëàñè÷íèõ ôóíêö³é Áåñåëÿ, äëÿ êîðåêòíîãî ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ åêñòðàîðäèíàðíèõ àáî íåçâè÷àéíèõ ô³-
çè÷íèõ ïðîöåñ³â, â ò.÷. íå ðîçãàäàíèõ.

²ñòîðè÷íî òàê ñêëàëîñÿ, ùî öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ ³ 
çîêðåìà ôóíêö³¿ Íåéìàíà ñïî÷àòêó ðîçðîáëÿëèñÿ â òåîð³¿ 
ÿê ö³êàâèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ³ ò³ëüêè ïîò³ì âîíè 
çíàéøëè ñâîº øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ñôåð³ ïðèêëàäíèõ 
îá÷èñëåíü òà êîðåêòíîãî êîìï’þòåðíîãî ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ.

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà ìàéæå íà âñ³é îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ 
(òîáòî ìàéæå íà âñ³é ïîçèòèâí³é ÷èñëîâ³é ï³ââ³ñ³) 
ïîâîäÿòüñÿ ïðàêòè÷íî òàê ñàìî, ÿê ³ êëàñè÷í³ ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ. ßê³ñíîþ â³äì³íí³ñòþ º ¿õíÿ ïîâåä³íêà ïîáëèçó 
íóëÿ, äå ôóíêö³¿ Íåéìàíà ð³çêî ñïðÿìîâóþòüñÿ íà 
áåçê³íå÷í³ñòü ³ òåðïëÿòü íåóñóâíèé ðîçðèâ.

Á³ëüø òîãî, â ìàëîìó îêîë³ íóëÿ îòðèìàííÿ çíà÷åíü 
ôóíêö³é Íåéìàíà ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè íåìîæëèâå. Öÿ 
îñîáëèâ³ñòü ðàí³øå ñòâîðþâàëà ñêëàäíîù³ ïðàêòè÷íîãî 
çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà, îñê³ëüêè ïîòð³áíî áóëî 
âèêëþ÷àòè ç ðîçãëÿäó äåÿêèé îê³ë íóëüîâîãî çíà÷åííÿ 
çì³ííî¿ ³ ïðîâîäèòè áàãàòî îá÷èñëåíü.

Îäí³ºþ ç õàðàêòåðíèõ îñîáëèâîñòåé XXI ñòîë³òòÿ º 
áóðõëèâèé ðîçâèòîê òåõíîëîã³é òðèâèì³ðíî¿ êîìï’þòåðíî¿ 
â³çóàë³çàö³¿ òà ïåðåíåñåííÿ öèõ òåõíîëîã³é íà ïåðñîíàëüí³ 
êîìï’þòåðè. Çàâäÿêè öüîìó íà êîìï’þòåðàõ ñòàëî 
ìîæëèâèì çîáðàçèòè ïðàêòè÷íî áóäü-ÿêèé ïðîöåñ, 
çîêðåìà é òîé, ùî íå ³ñíóº â ïðèðîä³. Ç â³çóàëüíî¿ òî÷êè 
çîðó êàðòèíêà ³ â³äåîðÿä âèãëÿäàº ðåàë³ñòè÷íîþ ³ ïñåâäî-
ïðàâäîïîä³áíîþ.

Àâòîð ìàº äåÿêèé äîñâ³ä ðîáîòè â òðèâèì³ðíèõ 
êîìï’þòåðíèõ ïðîãðàìàõ, ïðèçíà÷åíèõ äëÿ 3D â³çóàë³çàö³¿ 
îá’ºêò³â. Ö³ ïàêåòè ìàþòü ùîíàéøèðøèé ñïåêòð ìîæëè-
âîñòåé êîìï’þòåðíîãî â³çóàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ³ ðåàë³ñ-
òè÷íîãî çîáðàæåííÿ ïðàêòè÷íî âñüîãî, ÷îãî çàâãîäíî. 
Òðèâèì³ðíà ìîäåëü áóäóºòüñÿ, âèõîäÿ÷è â ïåðøó ÷åðãó ³ç 
çàãàëüíî¿ åñòåòèêè ³ ïðèâàáëèâîãî äèçàéíó.

Ñó÷àñí³ êîìï’þòåðí³ ôàõ³âö³ ñòâîðþþòü äóæå íàî÷í³ 
òà êðàñèâ³ êîìï’þòåðí³ ìîäåë³ ð³çíèõ ïðèðîäíèõ ÿâèù, 
çîêðåìà äëÿ ìàñøòàáíèõ ô³ëüì³â-êàòàñòðîô ³ õóäîæíüî-
äîêóìåíòàëüíèõ ô³ëüì³â.



151150

Îñíîâíå çàâäàííÿ öèõ ìîäåëåé — ñïðàâèòè åìîö³éíå 
âðàæåííÿ íà ãëÿäà÷³â ³ ñòâîðèòè ó íèõ åôåêò ïðèñóòíîñò³ 
òà åìîö³éíîãî ïîòðÿñ³ííÿ, ùî çàáåçïå÷óº êîìåðö³éíèé 
óñï³õ ³ âèñîê³ êàñîâ³ çáîðè.

Àáñîëþòíî íå ³ñòîòíî, ùî ö³ ÿâèùà â ïðèðîä³ âèãëÿ-
äàþòü íå òàê, ÿê ó õóäîæíüîìó â³äåîðÿäó — ó ô³ëüì³â 
çîâñ³ì ³íøå çàâäàííÿ. Íà åêðàí³ ìîæóòü îæèòè íå³ñíóþ÷³ 
òîðíàäî, ñìåð÷³ òà öóíàì³, ÿê³ íà äîêóìåíòàëüíèõ 
ôîòîãðàô³ÿõ ³ íà çéîìêàõ î÷åâèäö³â âèãëÿäàþòü íàáàãàòî 
ïðîñò³øèìè, ïðîçà¿÷í³øèìè é âçàãàë³ — ³íàêøèìè.

Òîìó ñòî¿òü ñåðéîçíà ïðîáëåìà ïîáóäîâè êîðåêòíî¿ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ùå íå çìîäåëüîâàíèõ ñêëàäíèõ 
ïðèðîäíèõ ïðîöåñ³â àáî ñòâîðåííÿ äëÿ ðÿäó ïðîöåñ³â 
á³ëüø åôåêòèâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Îäíå ç òàêèõ ñêëàäíèõ äëÿ ïðèêëàäíîãî ìîäåëþâàííÿ 
ÿâèù — öóíàì³. Íà ñüîãîäí³ ðîçðîáëåíèé ÿê³ñíèé 
ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò çàãàëüíî¿ òåîð³¿ õâèëü, òîìó íà 
êîìï’þòåð³ ñòàë³ ìîæëèâ³ â³çóàëüíî-êîðåêòí³ îòðèñîâêè 
õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, çîêðåìà — áóäü-ÿêèõ õâèëü íà 
ïîâåðõí³ îêåàíó ³ ïðèáåðåæíèõ õâèëü.

Ó ïîïóëÿðíèõ ô³ëüìàõ-êàòàñòðîôàõ öóíàì³ â³çó-
àëüíî ìîäåëþþòü ÿê äóæå âåëèêó àáî íàâ³òü ã³ãàíòñüêó 
ïîòóæíó õâèëþ, ÿêà ï³äí³éìàºòüñÿ âãîðó ³ çì³òàº âñå 
íà ñâîºìó øëÿõó. Ïðîîáðàçîì ö³º¿ ìîäåë³ ïîñëóæèëè 
ïðèáåðåæí³ õâèë³ íà òðîï³÷íîìó óçáåðåææ³, àëå öå 
ñïðàâëÿº âåëè÷åçíå âðàæåííÿ íà åêðàí³ òà ïðèòóïëÿº 
â³ä÷óòòÿ íåáåçïåêè ïðè íàáëèæåíí³ ðåàëüíîãî öóíàì³.

Ïðîòå öóíàì³ — öå íå õâèëÿ â çâè÷íîìó ðîçóì³íí³. 
Öóíàì³ íå ï³ääàºòüñÿ îïèñó êëàñè÷íèõ õâèëüîâèõ çàêîí³â 
³ ïðîöåñ³â, õî÷à ìîäåëþºòüñÿ çîêðåìà êëàñè÷íèì õâèëüî-
âèì ð³âíÿííÿì.

Цунамі — öå ðåàë³çîâàíà â ïðèðîä³ îñîáëèâ³ñòü 
õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, òàê çâàíà âîäíà îêåàí³÷íà óäàðíà 
õâèëÿ, ÿêà íå ìàº í³÷îãî ñï³ëüíîãî ³ç çâè÷àéíèìè (íåõàé 
íàâ³òü ³ äóæå ñèëüíèìè) øòîðìîâèìè õâèëÿìè.

Ó òåîð³¿ áóäü-ÿêà óäàðíà õâèëÿ îïèñóºòüñÿ â³äïîâ³äíî 
íå ãëàäêèìè êîëèâàëüíèìè ôóíêö³ÿìè, à ôóíêö³ÿìè 
ñòðèáêà òà äåëüòà-ôóíêö³ºþ. Îñíîâíîþ ñêëàäí³ñòþ º 
ïîáóäîâà ïðèêëàäíèõ àïðîêñèìàö³é öèõ ôóíêö³é äëÿ 
äàíîãî ïðèðîäíîãî êàòàêë³çìà.

Öóíàì³ ÷åðïàº åíåðã³þ íå â ðóñ³ ïîâ³òðÿíèõ ìàñ 
ó ïîâåðõí³ îêåàíó, à â ñèë³ çåìëåòðóñ³â, âèêëèêàíèõ 
ïîñò³éíèìè ï³äñîâóâàííÿìè ïëèò ë³òîñôåðè.

Àìåðèêàíñüêèé êîíòèíåíò ïîñò³éíî äðåéôóº ó á³ê 
Àç³¿ ïðèáëèçíî íà 15-20 ñì â ð³ê, óòâîðþþ÷è â çåìí³é 
êîð³ çîíè äåôîðìàö³é, ðîçðèâ³â ³ ñæàò³é. Âèíèêàþòü 
çåìëåòðóñè, âèâ³ëüíÿþ÷è öþ ã³ãàíòñüêó åíåðã³þ. Äðåéô 
çä³éñíþºòüñÿ ï³ä ä³ºþ êîëîñàëüíî¿ ðóø³éíî¿ ñèëè — 
åíåðã³¿ îáåðòàííÿ Çåìë³ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³.

Ó îêåàí³ âèâ³ëüíåíà åíåðã³ÿ Çåìë³ ðîçïîâñþäæóºòüñÿ 
ãëîáàëüí³øå, í³æ ïîð³âíÿíí³ ç øòîðìîâ³ õâèë³, ùî íîñÿòü 
ëîêàëüíèé õàðàêòåð, ñòâîðþþ÷è òàê çâàí³ ïðèëèâí³ õâèë³ 
àáî öóíàì³, ÿê³ íåîáõ³äíî ðîçãëÿäàòè ÿê ãëîáàëüíèé 
ïðîöåñ, ùî â³äáóâàºòüñÿ íà íàøèé ïëàíåò³.

Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ ïîâåä³íêè 
öóíàì³ òà éîãî àïðîêñèìàö³¿ 
àâòîð ïðîïîíóº âèêîðèñòî-
âóâàòè ôóíêö³¿ Íåéìàíà ÿê 
âîíè º, îñê³ëüêè âîíè ìàþòü 
õàðàêòåðíó äëÿ óäàðíî¿ 
õâèë³ íåóñóâíó îñîáëèâ³ñòü, 
ëîêàë³çîâàíó â ìàë³é îêîë³.

Ó ðàç³ âåëè÷åçíèõ 
åíåðã³é, âåëèêèõ øâèäêîñ-
òåé ðîçïîâñþäæåííÿ õâè-
ëüîâèõ êîëèâàíü âèíèêàþòü 
ðîçðèâè áåçïåðåðâíîñò³ â 
ðîçïîä³ë³ òèñêó, øâèäêîñò³, 
ù³ëüíîñò³ òà ³íøèõ âåëè-
÷èí.  Ö³ ðîçðèâè ïðèéíÿòî íàçèâàòè óäàðíèìè õâèëÿìè. 
Àëå íà ïîâåðõí³ ðîçðèâó (ôðîíò³ óäàðíî¿ õâèë³) ïîâèíí³ 
âèêîíóâàòèñÿ óìîâè áåçïåðåðâíîñò³ ñàìîãî ïîòîêó 
ðå÷îâèíè, åíåðã³¿ ³ ê³ëüêîñò³ ðóõó (óìîâè Ãþãîí³î).

Òîáòî ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó ïðîöåñ çàëèøàºòüñÿ 
áåçïåðåðâíèì, à ðîçðèâ òåðïëÿòü ëèøå ôóíêö³¿ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³.

Àíîìàë³¿ ïîâåä³íêè öóíàì³ âèÿâëÿþòüñÿ ò³ëüêè 
íà ãðàíèö³ îêåàíó (çîíè ðîçïîâñþäæåííÿ öóíàì³) — íà 
îêåàí³÷íîìó äí³, óçáåðåææ³ òà ïîáëèçó áåðåãà, ÿêîãî äî-
ñÿãíóëî öóíàì³.
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Ðóéí³âí³ ïðîÿâè öóíàì³ ïî÷èíàþòüñÿ íà îêåàí³÷íîìó 
øåëüô³. Ñàìå òàì â³äáóâàºòüñÿ óòâîðåííÿ óäàðíî¿ õâèë³. 
Â îêåàí³ æ öóíàì³ âèãëÿäàº ÿê âåëè÷åçíà ïîëîãà õâèëÿ 
çàââèøêè áëèçüêî ìåòðà, ùî íå ïðåäñòàâëÿº íåáåçïåêè 
äëÿ íàäâîäíîãî ñóäíîïëàâñòâà.

Ùå îäíèì ö³êàâèì ç ïîãëÿäó ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ òà íå ìåíø ðóéí³âíèì ïðèðîäíèì ÿâèùåì º 
ñìåð÷³, òîðíàäî é òðîï³÷í³ òàéôóíè, ùî ìàþòü õàðàêòåðíó 
âîðîíêîïîä³áíó ôîðìó.

Âîíè ïîñò³éíî ïðèâåðòàþòü äî ñåáå óâàãó äîñë³äíèê³â 
³ òåîðåòèê³â. Ñâîþ åíåðã³þ âîíè ÷åðïàþòü â³ä åíåðã³¿ 
âèïðîì³íþâàííÿ ìîãóòíüî¿ ç³ðêè — Ñîíöÿ, ³ íåñóòü â ñîá³ 
òàêîæ åíåðã³þ îáåðòàííÿ Çåìë³.

Смерч (торнадо) — àòìîñôåðíèé âèõîð, ùî âèíèêàº 
â ãðîçîâ³é õìàð³ òà ðîçïîâñþäæóºòüñÿ âíèç, ÷àñòî äî ñàìî¿ 
ïîâåðõí³ Çåìë³ ó âèãëÿä³ òåìíîãî õìàðíîãî ðóêàâà àáî 
õîáîòà ä³àìåòðîì â äåñÿòêè ³ ñîòí³ ìåòð³â. ²ñíóº íåäîâãî, 
ïåðåì³ùàþ÷èñü ðàçîì ³ç õìàðîþ.

Водяні смерчі — öå ñòîâïè âîëîãîãî ïîâ³òðÿ, ùî 
ï³äí³ìàºòüñÿ òà îáåðòàºòüñÿ, ÿê³ çàçâè÷àé óòâîðþþòüñÿ 
íàä òåïëîþ âîäîþ. Âîíè ìîæóòü áóòè òàê ñàìî íåáåçïå÷í³, 
ÿê ³ òîðíàäî, øâèäê³ñòü â³òðó â íèõ ìîæå ñÿãàòè 200 
ê³ëîìåòð³â çà ãîäèíó. ×àñòî âîäÿí³ ñìåð÷³ íå ïîâ’ÿçàí³ ç 
ãðîçàìè ³ âèíèêàþòü íàâ³òü ïðè ïîð³âíÿíî ãàðí³é ïîãîä³.

Ó öåíòðàëüí³é ÷àñòèí³ ñìåð÷ó òèñê ïîâ³òðÿ çíè- 
æåíèé. Ççîâí³ ñìåð÷ ïðåäñòàâëÿºòüñÿ òàêèì, ùî 
îïóñêàºòüñÿ âåðøèíîþ äî çåìë³ êîíóñîïîä³áíèì õìàðíèì 
ñòîâïîì àáî õîáîòîì. Â³ä ïîâåðõí³ çåìë³ äî íüîãî ÷àñòî 
ï³äí³ìàºòüñÿ âåðøèíîþ ââåðõ ³íøèé ñòîâï — ³ç ïèëó, 
ñì³òòÿ àáî âîäÿíèõ áðèçîê. Ä³àìåòð ñòîâïà äåê³ëüêà 
äåñÿòê³â ìåòð³â. Ðóõ ïîâ³òðÿ ³ ïðåäìåò³â, ùî âòÿãóþòüñÿ 
äî íüîãî, — êðóãîâèé, ç³ øâèäê³ñòþ äî 100 êì/ãîä., à ³íî- 
ä³ é á³ëüøå. Ïîâ³òðÿ â ñìåð÷³ ï³ä³éìàºòüñÿ âãîðó ïî ñï³-
ðàë³, çä³éìàþ÷è çà ñîáîþ âîäó, ïèë ³ íàâ³òü ð³çí³ ïðåäìåòè 
íà âåëè÷åçíó âèñîòó.

Ïðè ðóñ³ íàä ì³ñöåâ³ñòþ ç øâèäê³ñòþ äåê³ëüêà äåñÿò-
ê³â ê³ëîìåòð³â íà ãîäèíó ñìåð÷ ïðîâîäèòü ðóéíóâàííÿ, ÿê³ 
âèêëèêàþòüñÿ íå ò³ëüêè âåëè÷åçíîþ øâèäê³ñòþ ïîâ³òðÿ 
âñåðåäèí³ ñàìîãî âèõîðó, àëå é ìèòòºâèì ñòðèáêîì 
àòìîñôåðíîãî òèñêó, ÿêèé çà ë³÷åí³ ñåêóíäè ìîæå âïàñòè ³ 
çíîâó ï³äíÿòèñÿ íà äåê³ëüêà äåñÿòê³â ãåêòîïàñêàë³â. Äîìà 
âèáóõàþòü ó ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ íàä íèìè ñìåð÷ó.
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Ïðè ïîáóäîâ³ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ³ñòîòíó 
ðîëü â³ä³ãðàº ïðàâèëüíèé 
âèá³ð ñèñòåìè êîîðäèíàò òà 
¿¿ îð³ºíòàö³¿ â ïðîñòîð³.

ßêùî âèêëþ÷èòè ä³þ 
îïåðàòîðà âèãèíó íà ñòîâï 
òîðíàäî, òî äâîâèì³ðíà 
ïðîåêö³ÿ ñìåð÷ó áëèçüêà äî 
ïðèâåäåíèõ íà ³ëþñòðàö³¿ 
ôóíêö³é Íåéìàíà.

Ïîâ³òðÿ îáåðòàºòüñÿ  
ïî ñï³ðàë³, ï³äí³ìàþ÷èñü 
âãîðó. Â äâîâèì³ðí³é ïðîåê-
ö³¿ öå ç âèñîêèì ñòóïåíåì 
òî÷íîñò³ íàãàäóº àáðèñè
öèë³íäðîâî¿ ôóíêö³¿ Íåéìàíà, äî ÿêî¿ äîäàíèé îïåðàòîð 
îáåðòàííÿ íàâêîëî öåíòðó íå ç³ãíóòîãî òîðíàäî. Öå 
äîçâîëÿº çðîáèòè ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ñìåð÷³ ìîæóòü 
áóòè ç âèñîêèì ñòóïåíåì òî÷íîñò³ òà ðåàë³çìó çìîäåëüîâàí³ 
ç âèêîðèñòàííÿì ñàìå ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é Íåéìàíà ÿê 
îñíîâíîãî åëåìåíòó ðîçêëàäåííÿ.

Êîðîòêèé îãëÿä öèõ äâîõ ïðèêëàä³â ïîêàçóº, ùî 
ôóíêö³¿ Íåéìàíà â³ä³ãðàþòü íå ìåíø ³ñòîòíó ðîëü â 
ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³, í³æ êëàñè÷í³ ôóíêö³¿ Áå-
ñåëÿ, ³ òîìó ¿ì ïîâèííà ïðèä³ëÿòèñÿ íå ìåíøà óâàãà, í³æ 
³íøèì ñïåö³àëüíèì ôóíêö³ÿì.

Ôóíêö³¿ Íåéìàíà çäàòí³ â³ä³ãðàâàòè íå ò³ëüêè äîïî-
ì³æíó, àëå é ïðîâ³äíó ðîëü â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ 
ð³çíèõ ïðîöåñ³â, çîêðåìà òàêèõ, ùî íîñÿòü àíîìàëüíèé 
àáî ïàðàäîêñàëüíèé õàðàêòåð.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîëåãøèòè ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ÷èñåëü-
íèõ çíà÷åíü ôóíêö³é Íåéìàíà, ïðèâîäèìî àëãîðèòì  
³ ïðîãðàìó, íàïèñàíó íà ìîâ³ JavaScript.

Äëÿ íåö³ëèõ çíà÷åíü ³íäåêñó ôóíêö³¿ Íåéìàíà 
ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ çà â³äîìîþ ôîðìóëîþ:

 (x)= ( (x)cos p— (x))  /  sin p 
äëÿ íåö³ëèõ çíà÷åíü l 0                  (4.3.1)

 



154

Програма 3. Обчислення значень функцій Неймана 
при нецілих значеннях індексу на базі раніше отриманого 
розкладення в ряд функцій Беселя 

  (x)=—     —       (2.5.7)

Â³äïîâ³äíî äî (3.3.1) ïî÷àòêîâèé ÷ëåí ðÿäó ðîçêëà-
äåííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

a  = — —cos p /  sin p      (4.3.2)

b  =  — — — /  sin p

Êîæåí ïîäàëüøèé ÷ëåí öüîãî ðÿäó ìîæå áóòè 
îá÷èñëåíèé â³äïîâ³äíî äî ðåêóðåíòíîãî â³äíîøåííÿ:

a  =a   —       (4.3.3)

b  =b   —

 (x)=  a  + b  äëÿ íåö³ëèõ  l 0    (4.3.4)

Äëÿ ïðàâèëüíèõ îá÷èñëåíü ³ ðîçðàõóíêó ïî÷àòêîâîãî 
(íóëüîâîãî) çíà÷åííÿ ³òåðàö³¿ áóäå ïîòð³áíî îá÷èñëåííÿ 
çíà÷åííÿ Ãàììà-ôóíêö³¿ Åéëåðà, ïðèâåäåíå íà ñòîð. 144. 
Çàïèøåìî ïðîãðàìó îá÷èñëåíü íà ìîâ³ JavaScript.

<script type=”text/javascript”>
function Nejman(x,ind,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальна погрішність */ 
var Emin = 1E-6; /* мінімальна погрішність */

if (x == null)  x = 0;        /* змінна */
if (ind == null)  ind = 0.5;  /* індекс */



k=0


k

2
x

k ! ( +k +1)
(—1) (x/2)

2k





0

(—1) (x/2)2

k (+k )k k-1

2
x

(+1)
1
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2
x

(-+1)
1-

0

(—1) (x/2)2

k (-+k )k k-1

k kk=0

n



if (eps == null)  eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);
var Xmax= 50;   /* максимально допустимий x */
 
/* далі виправлення і корекція заборонені */ 
if (eps > Emin)  eps = Emin;    /* виправлення */
if (eps < Emax)  eps = Emax;
x = Math.abs(x);

var ak = bk = 1; /* змінні ітерації */ 
var s = 0; /* змінні - сума ряду */ 
var до = 0; /* нумерація членів ряду */ 
var i = 1;

/* небезпечна близькість змінної x до нуля */ 
if (x < Emin) return s;

/* близькість індексу до цілих чисел */
var indr = Math.round(ind);
if (Math.abs(ind - indr) < Emin) 
  { s = NNNejman(x,indr,eps);
  if (ind < 0) s = -s;
  return s;
  }

/* обчислення нульового члена ряду */ 
var pi = Math.PI;

var gamma = GammaFunction(ind+1);
ak = Math.pow((x/2),ind) / gamma * Math.cos(ind * pi) 

/ Math.sin(ind * pi);

gamma = GammaFunction(-ind+1);
bk = Math.pow((x/2),-ind) / gamma / Math.sin(ind * pi); 

/* обчислення ряду із заданою погрішністю */
while ((Math.abs(ak) > eps) || (Math.abs(bk) > eps))
{

s = s + ak + bk;
k = k + 1;  
ak = (-1) * ak * x * x / (4 * k * (ind + k));
bk = (-1) * bk * x * x / (4 * k * (-ind + k));

}



/* виправлення погрішності та расходимости */
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if ((Math.abs(s) > 1) && (x > Xmax))  s = 0;

/* повернення отриманого значення суми ряду */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåíà ïðîãðàìà º íåñò³éêîþ ïðè âåëèêèõ 
çíà÷åííÿõ ìîäóëÿ ³íäåêñó (â³ä 25 ³ âèùå) ³ âåëèêèõ çíà-
÷åííÿõ çì³ííî¿ (îð³ºíòîâíî â³ä 50 òà âèùå). ×èì á³ëüøå 
çíà÷åííÿ ³íäåêñó ³ ÷èì á³ëüøå çíà÷åííÿ çì³ííî¿, òèì 
ìåíø ñò³éêîþ º ïðîãðàìà.

Ó ìàëîìó îêîë³ íóëÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òàêîæ íå 
âèçíà÷åíå ó çâ’ÿçêó ç íàÿâí³ñòþ íåóñóâíî¿ îñîáëèâîñò³ òà 
íàáëèæåííþ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ äî áåçê³íå÷íîñò³.

Î÷åâèäíî, ùî ïðèâåäåíà âèùå ïðîãðàìà äóæå 
ñõîæà ç ïðîãðàìîþ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ 
äîâ³ëüíîãî ³íäåêñó ³ áóëà íàïèñàíà íà ¿¿ îñíîâ³.

Àëå öÿ ïðîãðàìà ³ âèêîðèñòàíèé â í³é àëãîðèòì íå 
ïðèçíà÷åí³ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Íåéìàíà ç 
ö³ëèì íåíåãàòèâíèì ³íäåêñîì.

Ö³ë³ çíà÷åííÿ ³íäåêñó öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é 
íàé÷àñò³øå çàñòîñîâóþòüñÿ â ïðàêòè÷íîìó ìàòåìàòè÷íîìó 
ìîäåëþâàíí³ ïðîöåñ³â ç îñîáëèâîñòÿìè. Â òîé æå ÷àñ 
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Íåéìàíà ç ö³ëî÷èñåëüíèìè 
³íäåêñàìè ïðåäñòàâëÿº íàéá³ëüø³ ñêëàäíîù³. Ùå 50 ðîê³â 
òîìó ö³ îá÷èñëåííÿ ìîãëè áóòè âèêîíàí³ íà îáìåæåíîìó 
ïàðêó ÅÎÌ ç âåëèêîþ âèòðàòîþ ìàøèííîãî ÷àñó.

Ïðîãðàìà îá÷èñëåíü öèõ çíà÷åíü îêðåìî âèêëèêàºòüñÿ 
â ò³ë³ ç ³ì’ÿì NNNejman ³ ïðèâîäèòüñÿ íèæ÷å. ̄ ¿ îáîâ’ÿçêîâî 
ïîòð³áíî âêëþ÷èòè â ò³ëî âåá-ñòîð³íêè ðàçîì ç ïðîãðàìîþ 
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é Áåñåëÿ ç ö³ëî÷èñåëüíèìè 
çíà÷åííÿìè ³íäåêñó NNBessel.

Програма 4. Обчислення значень функцій Неймана 
при цілих ненегативних значеннях індексу проводиться 
на підставі достатніх складних формул і громіздких 
представлень у вигляді рядів. Складність обчислень 
сприяє накопиченню погрішностей.
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Ôóíêö³¿ Íåéìàíà äëÿ ö³ëîãî ³íäåêñó â çàãàëüíîìó 
âèïàäêó ìàþòü âèä íàñòóïíîãî ñêëàäíîãî ðÿäó:

 (x)=— (x)ln —+C — ———      ——

   — —     ——       —

   ——     —   — +   —
äå C — ïîñò³éíà Åéëåðà, íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ÿêî¿ 

ñêëàäàº 0,577 215 664 901 532 5...
Àëãîðèòì³çàö³¿ ï³äëÿãàº îá÷èñëåííÿ òðüîõ îñíîâíèõ 

òèï³â ðÿä³â, ÿê³ ïðèñóòí³ â äàí³é ôîðìóë³. Îö³íö³ 
ïîãð³øíîñò³ ï³äëÿãàº çàëèøêîâèé ÷ëåí îñòàííüîãî ðÿäó, 
îñê³ëüêè ïåðø³ äâà ðÿäè º ê³íöèìè. Íàïðèê³íö³ îá÷èñ- 
ëåíü áóäå ïðîâåäåíî ä³ëåííÿ ï³äñóìêîâî¿ ñóìè íà 
êîíñòàíòó ð. Äëÿ îá÷èñëåíü äîäàòêîâî ïîòð³áíèé âèêëèê 
ðîçðàõóíêó ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç ö³ëèì ³íäåêñîì. 

a  = — (n —1)! àáî 0 ïðè n =0           (4.3.6)

a  =a   ——
b  = —— —
b  = —b   ——
с  =     —   è  d  = b  с  +с   
Íà ï³äñòàâ³ öèõ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ìîæíà 

çàïèñàòè àëãîðèòì ³ ïðîãðàìó îá÷èñëåííÿ ôóíêö³é 
Íåéìàíà ö³ëî÷èñåëüíîãî ³íäåêñó.  
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<script type=”text/javascript”>
function NNNejman(x,n,eps)
{

var Emax = 1E-12; /* максимальна погрішність */ 
var Emin = 1E-6; /* мінімальна погрішність */

if (x == null) x = 0; /* змінна */ 
if (n == null) n = 0; /* індекс */ 
if (eps == null) eps = Emin; 
eps = Math.abs(eps);

/* далі виправлення і корекція заборонені */ 
if (eps > Emin) eps = Emin; /* виправлення */ 
if (eps < Emax)  eps = Emax;
 
x = Math.abs(x);
n = Math.abs(n);   /* округлення індексу */ 
n = Math.floor(n);
 
var ak = bk = ck = dk = 0; 
var s = sc = sa = sb = 0;  /* сума рядів */
var k = m = 0;             /* нумерація */ 
var i = 1; 
var nf = 1; 
var pi = Math.PI;
var eiler = 5.772156649015325E-1;
var c = new Array(0,1);

/* небезпечна близькість змінної x до нуля */ 
if (x < Emin) return s;

/* обчислення факторіалу (n-1)! */ 
for (i = 1; i < n; i++)   nf = nf * i;

/* заповнення таблиці значень  c[k] */
for (m = 2; m <= n; m++)   

{ ck = c[m - 1] + 1 / m;

/* додавання елементу ck в кінець таблиці */
c.push(ck);
};

/* обчислення першого кінцевого ряду */
if (n > 0) sc = -Math.pow((x / 2), n) / nf / n * c[n]; 
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/* початкові ітерації другого ряду */
if (n > 0) sa = ak = Math.pow((x / 2), -n) * nf;

/* обчислення другого кінцевого ряду */ 
for (k = 1; k <= n; k++)   

{ ak = ak * (n - k) * x * x / 4 / (k - 1); 
sa = sa + ak;
}

/* початкові ітерації третього безкінечного ряду */
ck = c[n] + 1 / (n + 1);
c.push(ck);
k = 1;
bk = -Math.pow((x / 2),(n + 2)) / nf / n / (n + 1);
sb = dk = bk * (c[1] + c[n + 1]);

/* обчислення третього безкінечного ряду */ 
while (Math.abs(dk) > eps) 

{
k = 1 + k; 
ck = c[n + k - 1] + 1 / (n + k);
c.push(ck);

bk = -bk * x * x / 4 / k / (n + k);
dk = bk * (c[k] + c[k + n]);  
sb = sb + dk;
}

/* кінцевий результат */
s = (2 * NNBessel(x,n,(eps * 1E-1)) * (Math.log(x / 

2) + eiler) - sc - sa - sb) / pi;

/* виправлення погрішності та расходимости */
var Xmax = 50;
if (Math.abs(s) < Emax)  s = 0; 
if ((Math.abs(s) > 1) && (x > Xmax))  s = 0;

/* повернення отриманого значення суми ряду */ 
return s;

}
</script>

Ïðèâåäåíà ïðîãðàìà º íåñò³éêîþ ïðè âåëèêèõ çíà-
÷åííÿõ ìîäóëÿ ³íäåêñó (â³ä 25 ³ âèùå) ³ âåëèêèõ çíà÷åí-
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íÿõ çì³ííî¿ (îð³ºíòîâíî â³ä 50 ³ âèùå). ×èì á³ëüøå çíà÷åííÿ 
³íäåêñó ³ ÷èì á³ëüøå çíà÷åííÿ çì³ííî¿, òèì ìåíø ñò³éêîþ 
º ïðîãðàìà. 

Ó ìàëîìó îêîë³ íóëÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òàêîæ íå 
âèçíà÷åíå ó çâ’ÿçêó ç íàÿâí³ñòþ íåóñóâíî¿ îñîáëèâîñò³ 
òà ïðàãíåííþ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ äî áåçê³íå÷íîñò³, òîìó 
ïðèâåäåíà ôóíêö³ÿ ïðèéìàº íóëüîâå çíà÷åííÿ.

Ïî àíàëîã³¿ ç ïîïåðåäí³ì ïàðàãðàôîì äëÿ ôóíêö³é 
Íåéìàíà ìîæíà ñòâîðèòè ïðîãðàìè ïîáóäîâè òàáëèöü 
³ç çàäàíèìè ³íòåðâàëàìè ïàðàìåòð³â, à òàêîæ ïðîãðàìè 
â³çóàë³çàö³¿ ¿õ ãðàô³ê³â íà ìîí³òîð³ êîìï’þòåðà.

Äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ïîâåä³íêè öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é 
âåëèêèõ ³íäåêñ³â ó â³ääàëåíí³ â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò 
íà ïðàêòèö³ íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïí³ 
àñèìïòîòè÷í³ ïîäàâàííÿ, ÿê³ äîçâîëÿþòü çðîáèòè ïðè-
áëèçí³ ðîçðàõóíêè ç âêàçàíèì ñòóïåíåì òî÷íîñò³:

 (x)=   — cos x — p /2 — p /4 +Ox    
 (x)=   — sin x — p /2 — p /4 +Ox    
Àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà äåìîíñòðóº õàðàêòåð 

êîëèâàíü öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é ó â³ääàëåíí³ â³ä ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò, àëå äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü ³ ÷èñåëüíèõ 
ìåòîä³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ íàäçâè÷àéíî ð³äêî. Ôîðìóëè 
íîñÿòü øâèäøå àíàë³òè÷íèé ³ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð.

Â³äïîâ³äíî äî îòðèìàíèõ òàáëèöü çíà÷åíü ôóíêö³é 
Íåéìàíà ìîæíà àáî ïîáóäóâàòè ãðàô³ê â ÿâíîìó âèãëÿä³, 
àáî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîãðàìè ïîáóäîâè ãðàô³ê³â çà 
äèñêðåòíèìè òàáëè÷íèìè äàíèìè, ùî âõîäÿòü â ñòàíäàðòí³ 
ïàêåòè, ó òîìó ÷èñë³ òà îô³ñí³.

Î÷åâèäíî, ùî âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó âáóäîâàíî¿ â 
³íòåðíåò-ïðîãðàìè ìîâè JavaScript ïðåäîñòàâëÿº çíà÷í³ 
çðó÷íîñò³. Ùîá óíèêíóòè ïðîáëåì ïðè ðîçðàõóíêàõ â 
îïö³ÿõ íàñòðîéîê áðàóçåðîâ ïîòð³áíî äîçîâëèòè âèêîíàííÿ 
àêòèâíèõ ñöåíàð³¿â íà âåá-ñòîð³íêàõ òàê, ùîá ñïëèâàþ÷å 
â³êíî áåçïåêè íå áóëî çàáëîêîâàíå, àáî äîçâîëÿòè 
âèêîíàííÿ àêòèâíèõ ñöåíàð³¿â ïðè êîæíîìó çàïóñêó 
ïðîãðàìè (öå ìåíø çðó÷íî).

2
px



—

—
2
px

-3/2

-3/2

Ó Âèñíîâêîâîìó ðîçä³ë³ âèêëàäåìî îñíîâí³ ïåðåâàãè 
çàïðîïîíîâàíîãî ïðîãðàìíîãî àïàðàòó. Âñ³ ïðèâåäåí³ 
ïðîãðàìè ïåðåâ³ðåí³ òà ïðàöåçäàòí³. Âîíè äîñòóïí³ â 
ìåðåæ³ ²íòåðíåò äëÿ â³ëüíîãî ñêà÷óâàííÿ ³ âèêëàäåí³ íà 
âåá-ñàéò³ àâòîðà çà àäðåñîþ http://www.mat.net.ua/jk

Ïðîãðàìè äîçâîëåíî áåçêîøòîâíî ñêà÷óâàòè ³ â³ëü- 
íî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ áóäü-ÿêèõ ïðèêëàäíèõ ðîçðàõóí-
ê³â. Äîçâîëåíî âêëþ÷àòè ¿õ â ³íø³ ïàêåòè áåç äîäàòêîâî¿ 
íàö³íêè. Áðàòè âèíàãîðîäó çà ðîçïîâñþäæåííÿ öèõ ïðîãðàì 
³ ïðèâëàñíþâàòè àâòîðñòâî ¿õ ðîçðîáêè çàáîðîíåíî. 
Ïðèâîäèìî îñíîâí³ ïåðåâàãè ïðåäñòàâëåíîãî â êíèç³ òà íà 
âåá-ñàéò³ àâòîðà ïðèêëàäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ.

1. Âñ³ ïðîãðàìè ðåàë³çîâàí³ íà ñó÷àñí³é ìîâ³ JavaS-
cript, ÿêà áóëà ðîçðîáëåíà ³ íàáóëà øèðîêîãî ïîøèðåííÿ ç 
ê³íöÿ XX - ïî÷àòêó XXI ñòîë³òòÿ. Ë³òåðàòóðà, ïðèñâÿ÷åíà 
ìîâ³ JavaScript, íà ñüîãîäí³ äîñòóïíà (íà â³äì³íó â³ä ðÿäà 
ìîðàëüíî âæå çàñòàð³ëèõ ìîâ).

2. Äëÿ ðîçðàõóíê³â íå ïîòð³áíà óñòàíîâêà ñïåö³àëüíèõ 
êîìï³ëÿòîð³â, îñê³ëüêè âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñòàíäàðòíå 
ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ — ³íòåðíåò-áðàóçåðè äëÿ 
ïðîãëÿäàííÿ ³íòåðíåò-ñòîð³íîê, ÿê³ ðîçïîâñþäæóºòüñÿ 
çîêðåìà â³ëüíî é áåçêîøòîâíî. Íàéá³ëüø îïòèìàëüíèì 
äëÿ âèñîêî¿ øâèäêîñò³ ðîçðàõóíê³â º áåçêîøòîâíèé 
áðàóçåð Mozilla Firefox, õî÷à âèêîðèñòàííÿ ñàìå éîãî íå 
îáîâ’ÿçêîâî.

3. Ïðîãðàì ðîçðàõîâàí³ íà çâè÷àéí³ 32-ðîçðÿäí³ ïðîã-
ðàìè ³ ïåðñîíàëüí³ êîìï’þòåðè ñòàíäàðòíî¿ ³ ñåðåäíüî¿ 
êîíô³ãóðàö³¿ òà ïîòóæíîñò³. Ïðîãðàìè ïðàöþþòü äóæå 
øâèäêî é åôåêòèâíî, ùî ðîáèòü ìàòåìàòè÷í³ îá÷èñëåííÿ 
äîñòóïíèìè, à ¿õ ðåçóëüòàòè — ïåðåíîñèìèìè â ³íø³ 
ñòàíäàðòí³ ôàéëè ³ ïðîãðàìè, çîêðåìà îô³ñí³ ïðîãðàìè.

4. Ïðîãðàìè ïîáóäîâàí³ çà ìîäóëüíèì ïðèíöèïîì. 
Ïðîãðàìíèé êîä â³äêðèòèé, íå çàøèôðîâàíèé, çðîçóì³ëèé, 
ëåãêî ÷èòàºòüñÿ, ðîçïîâñþäæóºòüñÿ â³ëüíî ³ ìîæå ï³äëÿãàòè 
ìîäèô³êàö³¿ ³ äîîïðàöþâàííþ (çîêðåìà ïåðåêëàäó â ³íø³ 
ïðîãðàìí³ êîäè, ìîâè ³ ïðèêëàäêè).

5. Âñ³ ïðîãðàìè ìîæíà ëåãàëüíî ñêà÷àòè ç ²íòåðíåò-
ñàéòó ðîçðîáíèêà, îñê³ëüêè âîíè ñëóæàòü ïîïóëÿðèçàö³¿ 
ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é, ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ³ 
íîâèõ ïðîãðåñèâíèõ ìåòîä³â ïðîãðàìóâàííÿ â ïðèêëàäí³é 
ìàòåìàòèö³ òà ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³.
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Â è ñ í î â î ê

Ïðè âèð³øåíí³ áàãàòüîõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè 
ìåòîäîì ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïðèõîäÿòü äî çâè÷àéíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, òàê çâàíîãî 
ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ. Õàðàêòåðíèìè çàäà÷àìè, ùî ïðèâîäÿòü 
äî öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é, º êðàºâ³ çàäà÷³ îäíîð³äíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ — à 
ñàìå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ:

u + mu = 0                (5.1)
ççîâí³ àáî óñåðåäèí³ êðóãà (ççîâí³ àáî óñåðåäèí³ öè-

ë³íäðà ó ðàç³ òðüîõ ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ çì³ííèõ), à òàêîæ 
êðóãîâ³ ïðîöåñè â íåîáìåæåí³é îáëàñò³. Äëÿ äàíî¿ çàäà÷³ 
çðó÷íèì âèÿâëÿºòüñÿ ââåäåííÿ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, â 
ñë³äñòâ³ ÷îãî ð³âíÿííÿ ïåðåòâîðèòüñÿ äî âèãëÿäó:

——r—+ —— + mu = 0           (5.2)

Ââàæàþ÷è u (r, )  = R(r) () , îòðèìóºìî:

R ’’+ —R ’+ —R’’+ mR = 0         (5.3)

Çâ³äêè ñë³äóº ð³âí³ñòü:

R ’’+ —R ’+ mR         ’’—=——                (5.4)
        —R            

Öÿ ð³âí³ñòü ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ òîòîæíî, òîáòî 
ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ äâîõ çì³ííèõ. Îñê³ëüêè ë³âà ÷àñòèíà 
çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä r, à ïðàâà — ò³ëüêè â³ä  , öå ìîæëèâî, 
ÿêùî ïðàâà ³ ë³âà ÷àñòèíà îäíî÷àñíî äîð³âíþº îäí³é ³ ò³é 
æ êîíñòàíò³  . 

²íàêøå çíàéøëèñÿ á òàê³ çíà÷åííÿ çì³ííèõ, ïðè 
ÿêèõ ð³âí³ñòü áè íå âèêîíóâàëàñÿ.

Ìè çàñòîñóâàëè ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ, ÿêèé â 
äàíîìó âèïàäêó âèÿâèâñÿ åôåêòèâíèì, ³ îòðèìàëè ïàðó 
çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü.
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R ’’(r)+ —R ’(r)+ m — —R(r)= 0         (5.6)
’’( )+ ( )= 0
Õàðàêòåð ðîçâ’ÿçê³â öèõ ð³âíÿíü çàëåæèòü â³ä çíàê³â 

ïîñò³éíèõ m ³  . Ó çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè çàçâè÷àé 
ðîçãëÿäàþòü òàê³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ ìîæíà îòðèìàòè ïðè 
íåíåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ  .

Ïðè íóëüîâîìó çíà÷åíí³ m ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ íå 
âèðàæàºòüñÿ â öèë³íäðîâèõ ôóíêö³ÿõ, òîìó â äàíîìó 
âèäàíí³ íå ðîçãëÿäàºòüñÿ. Íåíóëüîâ³ çíà÷åííÿ m áóëè 
ðîçãëÿíóò³ â ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ.

ßêùî  l 0 é m j 0 , òîä³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîæå  
áóòè çàïèñàíèé â íàñòóïíîìó âèãëÿä³ ³ç çàì³íàìè:

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr

R ’’(x)+ —R ’(x)+ 1 — —R(x)= 0         (5.7)
’’( )+   ( )= 0

u (r, )  = R(r) ()  = a cos ( )  + 

   + a sin ( )a  (kr)+ a  (kr)
äå a  a  a  a  — äîâ³ëüí³ êîíñòàíòè. ¯õ çíà÷åííÿ 

çàëåæèòü â³ä êîíêðåòíèõ êðàºâèõ óìîâ çàäà÷³.
Ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ùî ìàº 

ðàä³àëüíó (öèë³íäðîâó) ñèìåòð³ºþ, ìè îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 
Áåñåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó (ç íóëüîâèì ³íäåêñîì).

ßêùî  =   =  0 , òîä³ ìè îòðèìóºìî íàñòóïí³ â³ä-
íîøåííÿ ³ ðîçâ’ÿçîê:

( ) const 

u (r, )  = a  (kr)+ a  (kr)
Ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïðèâ³â íàñ äî îòðèìàííÿ 

ðîçâ’ÿçê³â õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ³ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà, 
âèðàæåíîãî òðèãîíîìåòðè÷íèìè ³ öèë³íäðîâèìè ôóíê-
ö³ÿìè.
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ßêùî  l 0  é m k 0 , òîä³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ìîæå áóòè çàïèñàíèé â íàñòóïíîìó âèãëÿä³ ³ç çàì³íàìè:

 =   l 0 ,  m = — k  k 0 ,  x  = kr

R ’’(x)+ —R ’(x)— 1 + —R(x)= 0         (5.8)
’’( )+   ( )= 0

u (r, )  = R(r) ()  = a cos ( )  + 

   + a sin ( )a  (kr)+ a  (kr)
äå a  a  a  a  — äîâ³ëüí³ êîíñòàíòè. ¯õ çíà÷åííÿ 

çàëåæèòü â³ä êîíêðåòíèõ êðàºâèõ óìîâ çàäà÷³.

ßêùî   =   =  0 , òîä³ ìè îòðèìóºìî íàñòóïí³ â³ä- 
íîøåííÿ ³ ðîçâ’ÿçêè:

( ) const 

u (r, )  = a  (kr)+ a  (kr)

Ó çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ðîçãëÿäàþòü òàê³ 
ðîçâ’ÿçêè õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ÿê³ îïèñóþòü êîëèâàëüí³ 
ïðîöåñè. Öå ìîæëèâî ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ïîñò³éíà 
m ñòðîãî ïîçèòèâíà. Ó ðåøò³ âèïàäê³â ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
íåîáìåæåíî çðîñòàº ³ íå îïèñóº êîëèâàëüí³ ïðîöåñè.

Êð³ì òîãî, â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ÷àñòî 
ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîöåñè, ùî çàëåæàòü â³ä ÷àñó, ÿê³ ìîæíà 
ïðåäñòàâèòè äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì

 

——r—+ —— =——          (5.9)

Çðîáèìî çàì³íó u (r,  , t)  = R(r) () T(t)
Íà ïåðøîìó åòàï³ ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïðåäñòàâèìî 

âèðàç ó âèãëÿä³ u (r,  , t)  = F(r, ) T(t) òà îòðèìàºìî:

22
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— + —— + —— + mF = 0         (5.10)

T ’’(t)+ mc T(t)= 0
Äëÿ ð³âíÿííÿ (5.10) ðîçâ’ÿçîê â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ 

áóâ îòðèìàíèé âèùå. Ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ â³äíîñíî çì³ííî¿ 
÷àñó º òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿. Çâ³äñè

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr         (5.11)

u (r,  , t)  = a cos (kct)  + a sin (kct)
 a cos ( )  +  a sin ( )a  (kr)+

  +  a  (kr)
äå a  a  a  a  a  a  — äîâ³ëüí³ êîíñòàíòè. ¯õ 

çíà÷åííÿ çàëåæèòü â³ä êîíêðåòíèõ êðàºâèõ óìîâ çàäà÷³. 
Îñîáëèâ³ñòþ ð³âíÿííÿ º òå, ùî ÷àñ â³äïîâ³äíî äî ô³çè÷íèõ 
ðåàë³é íå ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ êîíñòàíòè. Ôóíêö³¿, ùî 
íåîáìåæåíî çðîñòàþòü çà ÷àñîì, íå ìîæóòü çàäîâîëüíèòè 
õâèëüîâîìó ð³âíÿííþ ÷åðåç ô³çè÷íó ñïåöèô³êó õâèëüî-
âèõ ïðîöåñ³â, ñõèëüíèõ äî ïîñòóïîâîãî çãàñàííÿ, à íå 
çðîñòàííÿ.

Ó çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè âèâ÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿ 
Ëàïëàñà, ÿêå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíî â öèë³íäðîâèõ 
êîîðäèíàòàõ â íàñòóïíîìó âèãëÿä³:

— + —— + —— + — = 0         (5.12)

Çðîáèìî çàì³íó u (r,  , z)  = R(r) () Z(z)
Íà ïåðøîìó åòàï³ ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïðåäñòàâèìî 

âèðàç ó âèãëÿä³ u (r,  , z)  = F(r, ) Z(z) òà îòðèìàºìî:

Z’’(z)— mZ(z)= 0
Ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ ùîäî òðåòüî¿ çì³ííî¿ êîîðäè-

íàò º àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ åêñïîíåíòè.
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r=r

 =   l 0 ,  m = k  j 0 ,  x  = kr         (5.13)

u (r,  , z)  = a exp (kz)  + a exp (kz)
 a cos ( )  +  a sin ( )a  (kr)+

  +  a  (kr)
Âèïèñàí³ ð³âíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííþ (5.12) 

ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ ïîñò³éíèõ, ÿê³ çàëåæàòü â³ä 
êðàºâèõ óìîâ çàäà÷³.

Îäíà ³ç ïåðøèõ çàäà÷, ÿê³ ïðèâåëè äî ðîçãëÿäó ôóíê-
ö³é Áåñåëÿ, º çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè, ÿêà 
æîðñòêî çàêð³ïëåíà ïî êðàÿõ. Ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 
âîíà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííþ (5.9).

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìåìáðàíà îòðèìóº 
çàäàíå ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè â³äõèëåííÿ ³ øâèäê³ñòü, ùî 
îïèñóþòüñÿ êðàºâèìè óìîâàìè:

u (r,  , t)   = f (r, ) — â³äõèëåííÿ         (5.14)

—   = w (r, ) — øâèäê³ñòü

Ìåìáðàíà — ïðóæíà êðóãëà ïëàñòèíêà, çàêð³ïëåíà 
íà êðàÿõ. Ìàº ðàä³óñ r. Îñê³ëüêè ¿¿ êðàÿ çàêð³ïëåí³ òà íå 
â³äõèëÿþòüñÿ, âèíèêàº ùå îäíà äîäàòêîâà óìîâà:

u (r,  , t)   = 0  — â³äõèëåíü â³ä êðàþ íåìàº.

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ îïèñóºòüñÿ (5.10), 
ç ÿêîãî ïîòð³áíî âèä³ëèòè òå, ùî ìîæå ïðåäñòàâëÿòè 
ðîçâ’ÿçîê êðàºâî¿ çàäà÷³ (5.14).

1) Ïî   ôóíêö³ÿ ïîâèííà áóòè ïåð³îäè÷íîþ, òîìó ùî 
çðîáèâøè ïîâíèé îáåðò íà êóò f360°, ìè ïîâåðíåìîñÿ ó 
òó æ ñàìó òî÷êó ìåìáðàíè. Òîìó âèêîíóºòüñÿ

u (r,  , t) = u (r, + 2p, t)          (5.15)
2) Ôóíêö³ÿ u (r,  , t)) îáìåæåíà ïðè âñ³õ çíà÷åííÿõ 

ðàä³óñó r, îñê³ëüêè ô³çè÷íî ìîæëèâ³ ò³ëüêè òàê³ êîëèâàí- 
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íÿ ö³ë³ñíî¿ êðóãëî¿ îáìåæåíî¿ ìåìáðàíè. Öå âèêëþ÷àº ôóí-
êö³¿ Íåéìàíà ³ç çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó, îñê³ëüêè ðîçâ’ÿçîê 
íå çàçíàº ðîçðèâ³â (ìåìáðàíà ö³ë³ñíà òà çàêð³ïëåíà).

3) Ôóíêö³ÿ ñòàº íóëåì íà ãðàíèö³ ìåìáðàíè.
Ç óìîâè ïåð³îäè÷íîñò³ âèõîäèòü, ùî ³íäåêñ ôóíêö³é 

Áåñåëÿ ìîæå áóòè ò³ëüêè ö³ëèìè ÷èñëàìè, ³íàêøå ôóíê-
ö³ÿ ðîçâ’ÿçêó íå ìàòèìå ïåð³îäó 2p ïî  .

 = n  l 0 , äå n — ö³ë³ íåíåãàòèâí³ ÷èñëà

u (r,  , t)  = a cos (kct)  + a sin (kct)
 a cos (n )  +  a sin (n ) (kr)          (5.15)
Êðàºâ³é óìîâ³ íà ãðàíèö³ ìåìáðàíè ìîæíà çàäî-

âîëüíèòè, âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ óìîâè

 (kr  )= 0  ³ îòðèìàâøè ç öüîãî â³äíîøåííÿ k .
Î÷åâèäíî, ùî äàíå ð³âíÿííÿ ïî k ìàº áåçê³íå÷íó ìíî- 

æèíó ð³øåíü, ïðè ÿêèõ kr ïîâèííî ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 
êîðåí³â ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. Ðàí³øå ìè ïîêàçàëè, ùî ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ ìàþòü áåçê³íå÷íî áàãàòî íóë³â, òîìó ðîçâ’ÿçê³â 
çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ áåçê³íå÷íà ìíîæèíà.

Ïîçíà÷èâøè áåçê³íå÷íó ìíîæèíó íóë³â ôóíêö³¿ Áå-
ñåëÿ ÿê   ìè îòðèìàºìî, ùî k ìîæå ïðèéìàòè ò³ëüêè 

çíà÷åííÿ k =    r    äå m = 1, 2, 3 ...  òà n — ³íäåêñ.
Äëÿ òîãî, ùîá çàäîâîëüíèòè çàãàëüíèì ïî÷àòêîâèì 

óìîâàì, ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ âñ³õ 
ìîæëèâèõ ðîçâ’ÿçê³â ïðè âñ³õ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ 
âñòàíîâëåíèõ ïàðàìåòð³â, àáî ³íøèìè ñëîâàìè — óçàãàëü-
íåí³ ðÿäè âèùåçãàäàíèõ ôóíêö³é (5.15).

Êîëèâàííÿ ìåìáðàíè áóäå ðåçóëüòàòîì íàêëàäåííÿ 
ãàðìîí³éíèõ êîëèâàíü, â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³ÿì u

Öå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ïîäâ³éíîãî ðÿäó:

u (r,  , t)  =            u     (r,  , t)          (5.16)

äå    — íóë³ ôóíêö³¿ Áåñåëÿ   (x)= 0
k  =   r   ³ âèêîíóºòüñÿ íàñòóïíà ð³âí³ñòü:
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u    (r,  , t)= a   cos (k   c t)+ a   sin (k   c t) 
 a   cos (n )+ a   sin (n ) (k    r )      (5.17)

Êîæíà ç öèõ ôóíêö³é îïèñóº îäíå ç ìîæëèâèõ 
êîëèâàíü ìåìáðàíè. Ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ ðàä³óñó r 
êîæíà ç öèõ ôóíêö³é íå çàëåæèòü â³ä êóòà   ³ ì³íÿºòüñÿ 
ò³ëüêè ðàçîì ³ç çì³íí³é r ç àìïë³òóäîþ

 (r)  =   (k    r )a   a   + a   
³ ÷àñòîòîþ c  r   = ck      ïðè n = 0
Ïîáëèçó ãðàíèö³ ìåìáðàíè êîëèâàííÿ íåçíà÷í³ òà 

íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ, â òîé æå ÷àñ äîñÿãàþ÷è ñâîãî 
ìàêñèìóìó â öåíòð³ ìåìáðàíè. Ìîæíà âèä³ëèòè â ìåìáðàí³ 
ê³ëüöåâ³ îáëàñò³, ÿê³ íå áåðóòü ó÷àñòü â êîëèâàííÿõ, 
çàëèøàþ÷èñü â ñïîêî¿ (òàê çâàí³ âóçëîâ³ ë³í³¿).

Ó ðàç³ íåíóëüîâîãî ³íäåêñó n ôóíêö³¿ (5.17) îïèñóþòü 
ãàðìîí³éí³ êîëèâàííÿ, àìïë³òóäà ÿêèõ çàëåæèòü â³ä êóòà 
  é çì³íþºòüñÿ ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ ðàä³óñó r ïî 
ñèíóñî¿äàëüíîìó çàêîíó.

Êîæíà ç ôóíêö³é (5.17) ïðåäñòàâëÿº ìîæëèâ³ êîëè-
âàííÿ ìåìáðàíè, ç ÿêèõ ïîòð³áíî âèáðàòè ò³, ùî ìàòèìóòü 
ì³ñöå â êîíêðåòí³é çàäà÷³ ç êîíêðåòíî âêàçàíèìè ³ 
çàäàíèìè êðàºâèìè óìîâàìè.

Ñë³ä â³äçíà÷èòè, ùî íà ïðàêòèö³ íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ 
ìàþòü ò³ëüêè ïåðø³ ÷ëåíè ðÿäó (5.16), îñê³ëüêè ïðè 
çðîñòàíí³ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â n ³ m çíà÷åííÿ ôóíêö³é 
(5.17) øâèäêî íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ.

² õî÷à òåîðåòè÷íî ð³øåííÿ õâèëåâîãî ð³âíÿííÿ º 
ðåçóëüòàòîì íàêëàäåííÿ áåçê³íå÷íî¿ ìíîæèíè êîëèâàíü ³ç 
ð³çíèìè ÷àñòîòàìè ³ àìïë³òóäàìè, ïðàêòè÷íî ³ñòîòíó ðîëü 
â³ä³ãðàþòü ò³ëüêè êîëèâàííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïî÷àòêîâèì 
÷ëåíàì ðÿäó (5.16).

Öå ðîáèòü íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì ³ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè 
çîðó çàñòîñóâàííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ç ö³ëî÷èñåëüíèìè 
³íäåêñàìè äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçê³â õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
³ç çàäàíèìè êðàºâèìè óìîâàìè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè ³ 
âèêîðèñòàííÿì ïðîãðàì òà êîìï’þòåðíèõ ðîçðàõóíê³â, ùî 
çíàéøëî ñâ³é ðîçâèòîê ç ñåðåäèíè XX ñòîë³òòÿ.
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Ó á³ëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà ñêàçàòè, ùî 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ, çàäàí³ íàñòóïíèì â³äíîøåííÿì

 (   x)   äå    — êîðåí³ ö³º¿ ôóíêö³¿        (5.18)
óòâîðþþòü ïîâíó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é, ÿêà 

äîçâîëÿº ïðåäñòàâëÿòè ð³çí³ àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ 
áåçê³íå÷íèõ ðÿä³â. ßêùî ôóíêö³ÿ f (r)  áåçïåðåðâíà ³ äâ³÷³ 
äèôåðåíö³þºòüñÿ íà çàäàíîìó íà ³íòåðâàë³ (0, r ), âîíà 
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿä³ íàñòóïíîãî ðÿäó, ùî 
ñõîäèòüñÿ:

f (r)=    c     (   r r  )             (5.19)

Ôóíêö³¿ (5.18) óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó íà 
çàäàíîìó ³íòåðâàë³ ç âàãîþ r ïðè ö³ëèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó. 
Öå âèò³êàº ³ç çàãàëüíî¿ òåîð³¿ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Öå îçíà÷àº, ùî     (5.20)

 (   r r  )  (   r r  )r  dr=0   m=k
 
Îá÷èñëèìî íîðìó âëàñíèõ ôóíêö³é (5.19) ïðè ö³ëèõ 

íåíåãàòèâíèõ çíà÷åííÿõ ³íäåêñó. Ïîçíà÷èìî

P(r)  =  (   r r  )   äå  k  =   r           (5.21)

R(r)  =  (kr)   äå k — äîâ³ëüíèé ïàðàìåòð. 

Ö³ ôóíêö³¿ çàäîâîëüíÿþòü ïàð³ ð³âíÿíü âèãëÿäó:

—r—+ k  r— —P(r)  = 0

—r—+ k r— —R(r)  = 0

Ïðè öüîìó ïåðøà ôóíêö³ÿ P(r )=0 , à äðóãà âæå 
íå çàäîâîëüíÿº ö³é óìîâ³. Ïîìíîæèìî ïåðøå ð³âíÿííÿ 
íà R(r) , à äðóãå íà P(r)  ³ â³äí³ìåìî äðóãå ð³âíÿííÿ ç  
ïåðøîãî, ïðî³íòåãðóâàâøè ïîò³ì ïî r â ìåæàõ äàíîãî 
³íòåðâàëó. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàºìî:
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rP(r)R(r)dr = ——

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèö³ k k
Äëÿ öüîãî ðîçêðèºìî íåâèçíà÷åí³ñòü â ïðàâ³é ÷àñòèí³ 

çà ïðàâèëîì Ëîï³òàëÿ, îäíî÷àñíî ïðîäèôåðåíö³þâàâøè 
÷èñåëüíèê ³ çíàìåííèê ïî k ³ ï³ñëÿ öüîãî âèêîíàâøè 
ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä, ìè îòðèìàºìî êâàäðàò íîðìè

|| (k   r)|| =r (   r r  )dr =—’ (  )
ßêùî ìè ïåðåéäåìî äî ãðàíèö³ k k ,  òî îòðèìàºìî 

óìîâó îðòîãîíàëüíîñò³ (5.20).
Âèõîäÿ÷è ç ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ôóíêö³é Áåñåëÿ, 

äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ íóëüîâîãî ³íäåêñó ìîæíà çàïèñàòè 
íàñòóïíå çíà÷åííÿ íîðìè:

|| (k   r)|| =—(  )           (5.23)

Äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà ðîçêëàäíîñò³: âñÿêà 
ôóíêö³ÿ, ùî äâ³÷³ äèôåðåíö³þºòüñÿ, îáìåæåíà ïðè r=0 
³ ùî ñòàº íóëåì ïðè r=r , ìîæå áóòè ðîçêëàäåíà â 
àáñîëþòíî ³ ðÿä, ùî ð³âíîì³ðíî ñõîäèòüñÿ 

f (r)=    c     (   r r  )            (5.24)

äå c    =r f (r) (   r r  )dr  || (k   r)||

Ó ðÿä³ çàäà÷ äîâîäèòüñÿ ñòèêàòèñÿ ç ðîçêëàäåííÿìè 
íå ò³ëüêè ïî îáìåæåíèõ ôóíêö³ÿõ Áåñåëÿ, àëå ³ ïî 
ôóíêö³ÿõ Íåéìàíà ç îñîáëèâîñòÿìè â íóë³, à òàêîæ ¿õ 
ïîõ³äíèõ. Â öüîìó âèïàäêó ïðè âèêîðèñòàíí³ ÷èñåëüíèõ 
ìåòîä³â íåîáõ³äíî âèêëþ÷àòè ç îá÷èñëåíü ìàëèé îê³ë 
ãðàíèö³, äå ôóíêö³¿ Íåéìàíà ìàþòü íåóñóâíó îñîáëèâ³ñòü 
³ íàáëèæàþòüñÿ äî áåçê³íå÷íîñò³.   
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ßê âèäíî ç âèùåñêàçàíîãî, âåëèêå ïðàêòè÷íå çíà-
÷åííÿ ìàº îòðèìàííÿ íóë³â ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ïðîãðàìíèì 
ñïîñîáîì. Çà íàÿâíîñò³ ïðîãðàìè îá÷èñëåíü çíà÷åíü 
ôóíêö³¿ Áåñåëÿ çàâäàííÿ â³äøóêàííÿ ¿¿ êîðåí³â íå 
ïðåäñòàâëÿº ñêëàäíîñò³ — âîíà ñòàíäàðòíà.

Çàâäàííÿ ïîëåãøóº òîé ôàêò, ùî ïðè íàáëèæåíí³ äî 
áåçê³íå÷íîñò³ ³íòåðâàë ì³æ êîðåíÿìè íàáëèæàºòüñÿ äî p . 
Öå äîçâîëÿº ïðîïóñòèòè ÷àñòèíó ïðîì³æíèõ îá÷èñëåíü ³ 
ïåðåñêàêóâàòè â³ä êîðåíÿ äî êîðåíÿ.

Äëÿ ïîøóêó êîðåí³â ïðîãðàìíèì ìåòîäîì íåîáõ³äíî 
ïðîâîäèòè ïîêðîêîâ³ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 
äî òèõ ï³ð, ïîêè íà ÷åðãîâîìó êðîö³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 
íå ïîì³íÿº çíàê. Ì³æ öèìè äâîìà çíà÷åííÿìè çì³ííî¿ 
é îïèíèòüñÿ êîð³íü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ. Ïðè ìàë³é äîë³ 
éìîâ³ðíîñò³ â ïðîöåñ³ ³òåðàö³é êîð³íü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ 
ìîæå áóòè îòðèìàíèé ³ ÿâíî, ùî âðàõîâóºòüñÿ.

Íåõàé x x  . . .  x  — ïîêðîêîâ³ ³òåðàö³¿

é J = (x  )  — îòðèìàíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Áå-
ñåëÿ íà äî ³òåðàö³¿ k. ßê ò³ëüêè ìè îòðèìàºìî, ùî

J  <0  è J >0  àáî J  >0  é J <0
öå îçíà÷àº, ùî ì³æ x   òà x  çíàõîäèòüñÿ êîð³íü

   d x   +—         (5.25)

Îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ïîòð³áíî 
ïðîâîäèòè ç ìàêñèìàëüíî âèñîêîþ äëÿ 32-ðîçðÿäíèõ 
ïðîãðàì òî÷í³ñòþ — 1Å-12. Âåëè÷èíó êðîêó äîñèòü 
ïðèçíà÷àòè â ìåæàõ 1Å-6 — 1Å-12, ùî äîçâîëèòü îòðè-
ìàòè îïòèìàëüí³ ðåçóëüòàòè.

Ï³ñëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíÿ ïðîâîäèìî çñóâ çì³ííî¿ 
x íà âåëè÷èíó, êðàòíó êðîêó ³òåðàö³¿, àëå ìåíøå p, 
íàïðèêëàä, â³ä 3 äî 3.1 — öå ïðèñêîðèòü ðîáîòó ïðîãðàìè. 
Íà ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðàõ îá÷èñëåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ äóæå 
øâèäêî, òàáëèöþ ïåðøèõ êîðåí³â ôóíêö³é Áåñåëÿ ìîæíà 
îòðèìàòè ïðîòÿãîì ë³÷åíèõ ñåêóíä. Ïðîãðàìó îá÷èñëåííÿ 
ïåðøèõ êîðåí³â ôóíêö³é Áåñåëÿ ìîæíà áåçêîøòîâíî 
ñêà÷àòè ç âåá-ñàéòó àâòîðà-ðîçðîáíèêà.
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Ó Âèñíîâêó ïðèâåäåìî ³íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ 
öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é áåç äîêàçó.

 (x)= cos nq—xsin qdq         (5.26)

 (x)= cos 2nq  cos xsin qdq               (5.27)

  (x)= sin (2n+1)q  sin xsin qdq     (5.28)

Ïîçíà÷èìî c = — é 12

 (x)=csin  q cos xcos qdq         (5.29)

 (x)=ccos  q cos xsin qdq         (5.30)

 (x)=c1 — q  cos xq  dq        (5.31)

Ïîçíà÷èìî s  = —

 (x)=2ccos  q sin xsin qdq —

     — expx sh qch  q dq         (5.32)

 (x)=2s1 — q   cos xq  dq        (5.33)

²ñíóþòü é ³íø³ ³íòåãðàëüí³ ïðåäñòàâëåííÿ öèë³í-
äðîâèõ ôóíêö³é, ùî âèðàæàþòü ³íòåãðàëüí³ çàëåæíîñò³ 
ì³æ ð³çíèìè ñïåö³àëüíèìè ôóíêö³ÿìè. Âîíè äóæå ð³äêî 
çàñòîñîâóþòüñÿ â ÷èñåëüíèõ ìåòîäàõ.

Îêð³ì öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é ³ ôóíêö³é Áåñåëÿ, â 
ïðèêëàäí³é ìàòåìàòèö³ òà ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³ ³ñíóº 
øèðîêèé êëàñ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é — îðòîãîíàëüí³ 
ïîë³íîìè òà ³íø³ ôóíêö³¿, ùî âèíèêàþòü ïðè âèêîðèñòàíí³ 
ð³çíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ â äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿííÿõ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ìîæå ïðèâîäèòè äî 
øèðøîãî êëàñó ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é, äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ 
ÿêèõ òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ. 
Ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî êëàñó ôóíêö³é ðåêóðåíòí³ 
â³äíîøåííÿ âèâîäÿòüñÿ, âèõîäÿ÷è ç ê³íöåâîãî ¿õ ïîäàâàííÿ, 
ÿ íå ³ç çàãàëüíîãî âèäó ñàìîãî ð³âíÿííÿ.

Îäíå ³ç çàãàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ïðîñòèõ ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿä³:

y(x)  + r(x)y(x)  = 0          (5.34)

y(x)= —k(x)— —  g(x)y(x)

axb ,  r(x)0 ,  k(x) , g(x)l 0
Ïðîñò³øà êðàºâà çàäà÷à âèçíà÷àº òðèãîíîìåòðè÷í³ 

ôóíêö³¿. Îêðåìèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ (5.34) º 
ðîçãëÿíóò³ â öüîìó ðîçä³ë³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ — ôóíêö³¿ 
Áåñåëÿ, Íåéìàíà òà ³í.

Ïðè ³íøèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â ìîæíà îòðèìàòè 
ð³âíÿííÿ Ëåæàíäðà, ð³âíÿííÿ ïðèºäíàíèõ ôóíêö³é 
Ëåæàíäðà, ð³âíÿííÿ ×åáèøåâà-Åðì³òà ³ ð³âíÿííÿ ×åáè-
øåâà-Ëÿãåððà. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ âêàçàíèõ 
ð³âíÿíü ³ êðàºâèõ çàäà÷ º ïåðåòâîðåííÿ íà íóëü êîåô³ö³ºí-
òà k(x)  ïðèíàéìí³, íà îäíîìó ç ê³íö³â ³íòåðâàëó (a, b). Öÿ 
âëàñí³ñòü â³ä³ãðàº âàæëèâó ðîëü äëÿ ïîñòàíîâêè êðàºâèõ 
çàäà÷ ð³âíÿííÿ (5.34).

Êð³ì âêàçàíîãî âèùå, ³ñíóº çàãàëüíèé êëàñ ñïåö³-
àëüíèõ ôóíêö³é, ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ÿêèõ ìîæíà 
îòðèìàòè ìåòîäîì ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü ò³ëüêè íà 
ï³äñòàâ³ çàãàëüíîãî âèäó ð³âíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî 
ñêîðèñòàòèñÿ Äðóãîþ áàçîâîþ òåîðåìîþ, ÿêà óçàãàëüíþº 
ðåçóëüòàòè Ïåðøî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè, ðîçãëÿäàþ÷è ð³âíÿí-
íÿ çîêðåìà ç íóëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè.
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Ñóòü Äðóãî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. 
Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ â çàãàëüíîìó âèã-
ëÿä³ ç äîâ³ëüíèì àáî íóëüîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì:

y ’’(x)+g(x)y(x)= 0          (5.35)
³ñíóº íàñòóïíà çàì³íà âèãëÿäó:

z(x)=A(x)y(x)+B(x)y ’(x)         (5.36)
ÿêà ïåðåâîäèòü ð³âíÿííÿ (5.25) â ð³âíÿííÿ

z ’’(x)+q(x)z(x)= 0          (5.37)
ÿêùî âèêîíàí³ íàñòóïí³ óìîâè:

q(x)A(x)=-A ’’(x)+g(x)A(x)+
         +2g(x)B ’(x)+g ’(x)B(x)
q(x)B(x)=-2A ’(x)-B ’’(x)+g(x)B(x)      (5.38)

Êð³ì òîãî, ³ñíóº òàêà êîíñòàíòà m ³ ôóíêö³ÿ, ïîç-
íà÷åíà j(x) , ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïí³ óìîâè:

—= -—          (5.39)

j’’(x)+g(x)-m  B (x)j(x)= 0       (5.40)
äå  m=const = 0   (íåâèðîäæåíà)

—-——=-g(x)+—       (5.41)

ßê áóëî ïîêàçàíî â Ïåðø³é áàçîâ³é òåîðåì³, ÿêùî 
â ð³âíÿíí³ (5.35) âäàºòüñÿ âèä³ëèòè íåíóëüîâå âëàñíå 
çíà÷åííÿ, çàâäàííÿ ïîøóêó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü 
ïîì³òíî ïîëåãøóºòüñÿ, îñê³ëüêè ïîòåíö³àë çàì³íè ïðè 
ïåðø³é ïîõ³äí³é îáåðòàºòüñÿ â òîòîæíó êîíñòàíòó. 

Âñ³ çàïðîïîíîâàí³ ôîðìóëè ôàêòè÷íî áóëè îòðèìàí³ 
ïðè äîâåäåíí³ Ïåðøî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè, ÿêà º îêðåìèì 
âèïàäêîì óçàãàëüíåíî¿ Äðóãî¿ áàçîâî¿ òåîðåìè. Âêàçàí³ 
â³äíîøåííÿ îïèñóþòü çàãàëüí³ çàëåæíîñò³, ùî âèíèêàþòü 
ïðè ïîáóäîâ³ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ðîçâ’ÿçê³â 

ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ, íà ï³äñòàâ³ ÷îãî ìîæóòü áóòè 
îòðèìàí³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ øèðøîãî êëàñó çàäà÷ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Çàì³ñòü òîãî, ùîá íàìàãàòèñÿ âèð³øèòè íåðîçâ’ÿçíó 
çàäà÷ó — çíàéòè íàáëèæåííÿ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóðìà-
Ë³óâ³ëÿ äëÿ íóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, âèêîðèñòîâóþ÷è 
íåíóëüîâ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ, àâòîðîâ³ âäàëîñÿ îòðèìàòè 
ïðÿì³ ôîðìóëè, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü ðîçâ’ÿçàííÿ óçàãàëüíå-
íî¿ çàäà÷³ ïîáóäîâè ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

Íåçâàæàþ÷è íà âäàâàíó ãðîì³çäê³ñòü, âèâåäåí³ 
â³äíîøåííÿ äóæå çðó÷í³ äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, 
îñê³ëüêè çàçâè÷àé ïîøóêè ðåêóðåíòíèõ çàëåæíîñòåé 
âåäóòüñÿ â ïåâíîìó ñòðîãî âóçüêîìó êëàñ³ çàäà÷. 

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ôîðìóë ÷àñòî äîâî-
äèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â, 
ÿêèé äîçâîëÿº ëåãêî âèïèñóâàòè ðåêóðåíòí³ çàëåæíîñò³ 
äëÿ íàéøèðøîãî êðóãà ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Ïðèêëàäè ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíî-
âàíîãî ìåòîäó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ óçàãàëüíåíî¿ 
çàäà÷³ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ é äîâ³ëüíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü 
ð³âíÿííÿ áóäóòü ïîêàçàí³ â íàñòóïíîìó ðîçä³ë³ òà â 
íàñòóïíîìó âèäàíí³, ÿêå âèïóñêàºòüñÿ ÷àñòèíàìè.

Óçàãàëüíåíà Äðóãà áàçîâà òåîðåìà äóæå çðó÷íà äëÿ 
óçàãàëüíåíîãî äîñë³äæåííÿ îêðåìèõ êëàñ³â ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é, çîêðåìà îðòîãîíàëüíèõ ïîë³íîì³â, ÿê³ âäàëîñÿ 
ñèñòåìàòèçóâàòè íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó — 
óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü.

Âñ³ ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ íà ï³äñòàâ³ çàïðîïîíî-
âàíîãî ìåòîäó âèâîäÿòüñÿ áåçïîñåðåäíüî, âèõîäÿ÷è ñóòî 
³ç çàãàëüíîãî âèäó ïî÷àòêîâîãî ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëü-
íîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç äîâ³ëüíèìè âëàñíèìè 
çíà÷åííÿìè, ÿê íóëüîâèìè, òàê ³ íåíóëüîâèìè.

Àâòîð ââàæàº çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïðîãðåñèâíèì ³ 
òàêèì, ùî äîçâîëÿº ïðàöþâàòè íå ò³ëüêè ³ç ñïåö³àëüíèìè 
ôóíêö³ÿìè, àëå é îòðèìóâàòè àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè 
ñêëàäíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó íà 
îñíîâ³ äîáðå äîñë³äæåíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ 
ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ ¿õ ð³øåíü. Ó öüîìó âèäàíí³ 
çàïðîïîíîâàíèé íîâàòîðñüêèé ï³äõ³ä áóâ çàñòîñîâàíèé äî 
öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é — ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà.  
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Â ê³íö³ XIX - íà ïî÷àòêó XX ñòîë³òòÿ íà âñ³õ 
ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåòàõ óí³âåðñèòåò³â âèâ÷åííÿ 
ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é â òåîð³¿ áóëî îáîâ’ÿçêîâèì, 
¿ì ïðèä³ëÿëàñÿ çíà÷íà óâàãà. Äëÿ ¿õ ïîçíà÷åííÿ 
çàñòîñîâóâàëèñÿ îñîáëèâ³ íà÷åðòàííÿ áóêâ ³ ñèìâîë³â, ùî 
ï³äêðåñëþâàëî ¿õ óí³êàëüí³ñòü ³ îñîáëèâó âàæëèâ³ñòü â 
ïðèêëàäí³é ìàòåìàòèö³.

Ç ñåðåäèíè XX ñòîë³òòÿ îñíîâíèé àêöåíò ïåðåì³ñ-
òèâñÿ íà êîìï’þòåðíå ïðîãðàìíå îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü 
ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é òà ¿õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ 
êîíêðåòíèõ ïðîöåñ³â â ïðèêëàäíèõ çàâäàííÿõ. Ñïåö³àëüí³ 
ôóíêö³¿ âòðàòèëè îñîáëèâå øðèôòîâå íà÷åðòàííÿ, ùî 
ï³äêðåñëþâàëî â êíèãàõ òà ³íøèõ äðóêàðñüêèõ âèäàííÿõ 
¿õ ³íäèâ³äóàëüí³ñòü ³ âèä³ëÿëî ¿õ ³ç çàãàëüíî¿ ìàñè.

Ñåðåä ó÷åíèõ ðîçïîâñþäèëàñÿ õèáíà äóìêà, í³áè 
òî â òåîð³¿ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é íåìîæëèâî ñêàçàòè íîâå 
ñëîâî, ùî öÿ òåîð³ÿ í³áèòî º òåîðåòè÷íî çàê³í÷åíîþ, õî÷  
é íå ñòðóêòóðîâàíîþ ³ íå ñèñòåìàòèçîâàíîþ.

Àâòîð áàæàº ïîâåðíóòè ³íòåðåñ äîñë³äíèê³â äî 
òåîðåòè÷íîãî àïàðàòó ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é ³ ïðîáëåìè 
ñèñòåìàòèçàö³¿ ³ óçàãàëüíåííÿ âëàñòèâîñòåé öèõ ôóíêö³é, 
à òàêîæ çíàéòè øëÿõè íåòðèâ³àëüíîãî çàñòîñóâàííÿ öüîãî 
ìîãóòíüîãî òåîðåòè÷íîãî ³ ïðàêòè÷íîãî àïàðàòó.

Àâòîð òàêîæ íàìàãàëàñÿ äîòðèìàòè ðîçóìíèé áàëàíñ 
ì³æ òåîð³ºþ ³ ïðàêòè÷íèì çàñòîñóâàííÿì öüîãî àïàðàòó 
äëÿ ñüîãîäí³øí³õ ðåàë³é.

Ó Âèñíîâêîâîìó ðîçä³ë³ òàêîæ õî÷åòüñÿ ñêàçàòè ïðî 
íåîáõ³äí³ñòü â³äðîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ³ íàóêîâèõ 
äîñë³äæåíü, çîêðåìà â îáëàñò³ ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè ³ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 

Îñòàííº äåñÿòèë³òòÿ XX ñòîë³òòÿ áóëî äóæå ñêëàä-
íèì ³ ïðîáëåìíèì äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¿ ³ ïðèêëàäíî¿ 
íàóêè ³ â÷åíèõ êðà¿í êîëèøíüîãî ÑÐÑÐ, äëÿ â³ò÷èçíÿíî¿ 
íàóêè âîíî îáåðíóëîñÿ ðåàëüíîþ êàòàñòðîôîþ.

Ò³ëüêè ç Óêðà¿íè çà ðóá³æ íà ïîñò³éíå ìåøêàííÿ 
âè¿õàëî á³ëüøå â÷åíèõ, íàóêîâö³â ³ ôàõ³âö³â, í³æ ³ç áóäü-
ÿêî¿ ³íøî¿ ºâðîïåéñüêî¿ äåðæàâè (çà âèíÿòêîì Ðîñ³¿). 
Òðàãåä³ÿ ïîëÿãàëà â òîìó, ùî äàëåêî íå âñ³ ç òèõ, õòî 
âè¿õàâ çà ðóá³æ, ä³éñíî ïîò³ì çíàéøëè ñåáå ó ñôåð³  
îñâ³òè, íàóêîâî¿ ³ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¿ ðîáîòè.

Ôóíäàìåíòàëüíà íàóêà óêðà¿íñüêî¿ äåðæàâè, ÿêà 
âèòðàòèëà êîëîñàëüí³ êîøòè íà ï³äãîòîâêó ³ íàâ÷àííÿ

ôàõ³âö³â, ùî ïî ð³âíþ ï³äãîòîâêè íå ïîñòóïàþòüñÿ ôà-
õ³âöÿì ñâ³òîâîãî ð³âíÿ, à òî é ïåðåâåðøóþòü ¿õ çà ÿê³ñòþ 
òåîðåòè÷íî¿ ï³äãîòîâêè ³ ïðàêòè÷íîãî äîñâ³äó ðîáîòè, 
âèÿâèëàñÿ â áóêâàëüíîìó ðîçóì³íí³ çíåêðîâëåíà.

Á³ëüø³ñòü äîñë³äæåíü áóëè ïðèïèíåí³, à êðåàòèâíà 
ðîáîòà ìîëîäèõ ó÷åíèõ âçàãàë³ íå ï³äòðèìóâàëàñÿ ³ íå 
çàîõî÷óâàëàñÿ í³ ìàòåð³àëüíî, í³ ìîðàëüíî — á³ëüø òîãî, 
éøëî ñïðàâæíº ïîëþâàííÿ çà íîâèìè ³äåÿìè. Õî÷åòüñÿ 
âèñëîâèòè ïîäÿêó òèì ïðàêòèêàì, ÿê³ âèêîðèñòîâóâàëè 
ñïåö³àëüí³ ôóíêö³¿ â ñâî¿õ ðîçðàõóíêàõ ³ ïðèä³ëÿëè áàãà-
òî óâàãè öèì ïèòàííÿì íàâ³òü â òàêèé âàæêèé ïåð³îä.

Àëå íàâ³òü ö³ äåñòðóêòèâí³ ïðîöåñè áóëè íå â çìîç³ 
ñòðèìàòè ïîë³ò íàóêîâî-òåõí³÷íî¿ äóìêè ³ çóïèíèòè 
ôóíäàìåíòàëüí³ òà íàóêîâî-ïðàêòè÷í³ äîñë³äæåííÿ òèõ, 
õòî º ñïðàâæí³ì ïðèõèëüíèêîì íàóêè ³ íå ïðåäñòàâëÿº 
ñâîº æèòòÿ áåç íàóêîâèõ äîñë³äæåíü. Âàæêî çóïèíèòè 
òèõ, ó êîãî óñòð³ìëåííÿ äî íàóêîâî-òåõí³÷íîãî ïðîãðåñó 
çàêëàäåíå â ñàì³é äóø³ òà ñâ³äîìîñò³.

Ìè — íîâå ïîêîë³ííÿ íàóêîâî-òåõí³÷íî¿ ðåâîëþö³¿ 
òà ä³òè íàóêîâî-òåõí³÷íîãî ïðîãðåñó. Íà íàøèõ î÷àõ êîì-
ï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿ çðîáèëè êîëîñàëüíèé êðîê âïåðåä, 
êîìï’þòåðè ïåðåòâîðèëèñÿ ç îäèíè÷íèõ âåëè÷åçíèõ ìà-
øèí, ÿê³ çàéìàëè ö³ë³ çàëè, â êîìïàêòíèé, äîñòóïíèé ³ 
äóæå ïîïóëÿðíèé ðîáî÷èé ³íñòðóìåíò. Áóëà ñòâîðåíà 
ãëîáàëüíà ñâ³òîâà á³áë³îòåêà ³ ìåðåæà ñâ³òîâîãî îáì³íó 
³íôîðìàö³ºþ — ²íòåðíåò. Ñüîãîäí³ áàãàòî õòî íå ïðåä-
ñòàâëÿº ñâîº æèòòÿ áåç öèôðîâèõ òåõíîëîã³é, îñíîâè ÿêèõ 
áóëè çàêëàäåí³ â÷åíèìè ïîïåðåäí³õ ïîêîë³íü.

Ò³ëüêè â³ä íàñ ñàìèõ çàëåæèòü, áóòè ñó÷àñí³é 
óêðà¿íñüê³é íàóö³ àáî íå áóòè. Ò³ëüêè ìè ñàì³ çìîæåìî 
ðóõàòè âïåðåä íàóêîâî-òåõí³÷íèé ïðîãðåñ, ïðîäîâæóâàòè 
ôóíäàìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ ³ íàóêîâî-ïðàêòè÷í³ äîñ-
ë³äæåííÿ. Ìè æèâåìî â åïîõó, ïðî ÿêó ìàðèëè ³ ìð³ÿëè 
ïðîãðåñèâí³ ó÷åí³ XX ñòîë³òòÿ.

Íàóêîâ³ òà öèôðîâ³ òåõíîëîã³¿ áóêâàëüíî ïåðåâåð-
íóëè âñå ñó÷àñíå æèòòÿ. Ìàòåìàòèêà ïðîíèêëà ó âñ³ 
ñôåðè ³ ãàëóç³ ëþäñüêîãî æèòòÿ. Ñüîãîäí³ òàê³ äèñöèïë³íè, 
ÿê ô³çèêà ³ ãåîãðàô³ÿ, õ³ì³ÿ ³ á³îëîã³ÿ, åêîíîì³êà ³ íàâ³òü 
ïîë³òèêà íå ìîæóòü ³ñíóâàòè áåç ðåàëüíîãî çàñòîñóâàííÿ 
ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó.

Äàâàéòå íå çàáóâàòè, ùî âñå íà öüîìó ñâ³ò³ íàâêîëî 
íàñ — öå ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà òà ÷èñëà …   

176 177



Ñïåö³àëüí³ ôóíêö³¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè

×àñòèíà 1À. Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ â 
åëåìåíòàðíîìó âèêëàäåíí³ ç ïðîãðàìàìè îá÷èñëåíü

Ââåäåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 
Ðîçäië 1. Çàãàëüíi ïîíÿòòÿ i òåîðåìè

§ 1. Ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

§ 2. Îòðèìàííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü äëÿ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà-Ë³óâ³ëÿ
ç íåíóëüîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

§ 3. Ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà, êîðîòêèé îãëÿä . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Ðîçä³ë 2. Çàãàëüí³ ïîíÿòòÿ ³ òåîðåìè
§ 1. Ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ . . . . . . . . . . 21
§ 2. Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
§ 3. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà ³ ÿâíèé âèðàç  

÷åðåç ñòåïåíåâ³ òà òðèãîíîìåòðè÷í³ ðÿäè  
ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

§ 4. Ôóíêö³é Áåñåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì,    
ùî íåîáìåæåí³ â íóë³ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

§ 5. Ðîçêëàäåííÿ â ñòåïåíåâ³ ðÿäè ôóíêö³é    
Áåñåëÿ ç äîâ³ëüíèì ³íäåêñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

§ 6. Öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ Íåéìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
§ 7. ²íø³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
§ 8. Ïîâåä³íêà öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é â îêîë³ íóëÿ . . . . . . . . . . 60
§ 9. Êîðåí³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
§ 10. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà ôóíêö³é  

Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
§ 11. Ïðèâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü   

äðóãîãî ïîðÿäêó äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
§ 12. Ï³äñóìêîâ³ ðåçóëüòàòè ðîçä³ëó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Ðîçä³ë 3. ²íø³ àñïåêòè ð³âíÿíü Áåñåëÿ 
             ³ öèë³íäðîâèõ ôóíêö³é

§ 1. Ïðèâåäåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü    
ñòàðøèõ ïîðÿäê³â äî ð³âíÿííÿ Áåñåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Ðîçä³ë 4. Ïðîãðàìè ³ àëãîðèòìè îá÷èñëåíü
§ 1. Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ îá÷èñëåíü . . . . . . . . . . . . . . 122
§ 2. Ïðîãðàìíå îá÷èñëåííÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . 125
§ 3. Ïðîãðàìíå îá÷èñëåííÿ ôóíêö³é Íåéìàíà . . . . . . . . . . . . . . 148

Âèñíîâîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
Ïðî àâòîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

Ï ð î   à â ò î ð à
Íà ñüîãîäí³ îñíîâíà ïðîôåñ³ÿ àâòîðà âèäàííÿ — ïðî-

ôåñ³éíèé âåá-äèçàéí ³ ïîë³ãðàô³÷í³ òåõíîëîã³¿. Çàê³í÷èëà 
ìåõàí³êî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Õàðê³âñüêîãî Íàö³-
îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ì. Â. Ì. Êàðàç³íà (â³ää³ëåííÿ 
ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè, êàôåäðà ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè) â 
1994 ðîö³ òà çàõèñòèëà äèïëîì çà äàíîþ òåìîþ.

Ïðîáëåìàìè ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é çàéìàºòüñÿ ç 
1991 ðîêó. Ïðÿìå âèâåäåííÿ ðåêóðåíòíèõ â³äíîøåíü 
äëÿ ôóíêö³é Áåñåëÿ ³ Íåéìàíà áóëî îòðèìàíå àâòîðîì 
â 1992 ðîö³. Ó 1993 ðîö³ áóëà ðîçðîáëåíà óçàãàëüíåíà 
òåîðåìà, ÿêà äîçâîëÿº îòðèìàòè ðåêóðåíòí³ â³äíîøåííÿ â 
çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Ïîøóêè ³ òåîðåòè÷í³ äîñë³äæåííÿ â îáëàñò³ ñïåö³-
àëüíèõ ôóíêö³é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ïðîäîâæóâàëèñÿ 
³ ï³ñëÿ çàê³í÷åííÿ óí³âåðñèòåòó äî 1999 ðîêó, òà ï³ñëÿ 
ïåðåðâè âîíè áóëè â³äíîâëåí³ â 2007 ðîö³.

C 1993 ðîêó àâòîð ïðîôåñ³éíî çàéìàºòüñÿ ïðåä-
ñòàâíèöüêîþ ïîë³ãðàô³ºþ, êîìï’þòåðíîþ âåðñòêîþ ³ 
ñòâîðåííÿì îðèã³íàë-ìàêåò³â ð³çíî¿ ñêëàäíîñò³, à òàêîæ 
æóðíàë³ñòèêîþ â êîìï’þòåðí³é ãàëóç³ òà â ²íòåðíåò³.

Ç 1999 ðîêó ïðîôåñ³éíî çàéìàºòüñÿ ³íòåðíåò-
ïðîãðàìóâàííÿì, âåá-äèçàéíîì ³ íàïèñàííÿì êë³ºíòñüêèõ 
ñöåíàð³¿â íà ìîâ³ JavaScript äëÿ ñàéò³â ³ âåá-ñòîð³íîê.

Ó 2007 ðîö³ àâòîð â³äíîâèëà ðîáîòó íàä ñïåö³àëüíèìè 
ôóíêö³ÿìè ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ 
öüîãî ñó÷àñíèé àïàðàò ìîâè JavaScript. Äàíà ìîâà äîçâîëÿº 
ðåàë³çóâàòè àëãîðèòì³÷íèé àïàðàò ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â äëÿ 
ñòàíäàðòíèõ ïåðñîíàëüíèõ êîìï’þòåð³â â ñòàíäàðòíèõ 32-
ðîçðÿäíèõ ³íòåðíåò-ïðîãðàìàõ (áðàóçåðàõ). Òàêèé ï³äõ³ä 
íà ñüîãîäí³ º íîâàòîðñüêèì. Ïðîãðàìè ìîæíà ñêà÷àòè ç 
³íòåðíåò-ñàéòó àâòîðà-ðîçðîáíèêà.

Ìåòîþ öüîãî âèäàííÿ º íå ò³ëüêè ïðîïàãàíäà 
ñó÷àñíèõ ìåòîä³â òà ï³äõîä³â äî òåîð³¿ òà ïðàêòèêè 
ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, àëå é ïîøóê 
îäíîäóìö³â, êîìó íåáàéäóæ³ äîñë³äæåííÿ â îáëàñò³ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, 
ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é ìàòô³çèêè ³ âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíîãî 
ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðåàë³çàö³¿ ÷èñåëüíèõ 
ìåòîä³â ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè.

Íàéá³ëüøèé ³íòåðåñ äëÿ àâòîðà ïðåäñòàâëÿº 
òåîðåòè÷íå äîñë³äæåííÿ òà ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ 
àíîìàëüíèõ ³ åêñòðàîðäèíàðíèõ ïðèðîäíèõ ³ òåõíîãåí-
íèõ ïðîöåñ³â.
178



Þëèÿ Âèêòîðîâíà Êàôòàíîâà
Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè 

Èçäàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðåõ ÷àñòÿõ

×àñòü 1. Ôóíêöèè Áåññåëÿ è öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè 
â ýëåìåíòàðíîì èçëîæåíèè ñ ïðîãðàììàìè âû÷èñëåíèé

×àñòü 2. Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è äðóãèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè  
â ýëåìåíòàðíîì èçëîæåíèè ñ ïðîãðàììàìè âû÷èñëåíèé

×àñòè 1 è 2 ðàññ÷èòàíû íà ñïåöèàëèñòîâ, èíæåíåðîâ è ìàòåìàòèêîâ. Â íèõ ñòðîãî 
èçëàãàåòñÿ àâòîðñêèé ìåòîä ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé 

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îñîáåííîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.

×àñòü 3. Ìîäåëèðîâàíèå àíîìàëüíûõ è ýêñòðàîðäèíàðíûõ 
ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ

×àñòü 3 íîñèò íàó÷íî-ïîïóëÿðíûé õàðàêòåð è ðàññ÷èòàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü íà 
íåìàòåìàòèêîâ. Îíà íàïèñàíà ïîíÿòíûì ÿçûêîì è ðàññêàçûâàåò î òàêèõ ÿâëåíèÿõ, 
êàê äâèæóùèåñÿ êàìíè â Äîëèíå Ñìåðòè, öóíàìè, âîëíû-óáèéöû, çåìëåòðÿñåíèÿ, 

òîðíàäî, ñìåð÷è è øêâàëû â àòìîñôåðå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòôèçèêè. 
Äëÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ ìóçûêàíòîâ è ëþáèòåëåé ñîâðåìåííîé ìóçûêè ñòðîèòñÿ 

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çâó÷àíèÿ ñîâðåìåííîé ïîñòõåíäðèêñîâñêîé ýëåêòðîãèòàðû.

Ê ÷àñòè 3 áåñïëàòíî ïðèëàãàåòñÿ êîìïàêò-äèñê ñ öâåòíûìè êîìïüþòåðíûìè 
èëëþñòðàöèÿìè, ôîòîãðàôèÿìè è âèäåîìàòåðèàëàìè î÷åâèäöåâ.

Þë³ÿ Â³êòîð³âíà Êàôòàíîâà
Ñïåö³àëüí³ ôóíêö³¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè

×àñòèíà 1À. Ôóíêö³¿ Áåñåëÿ ³ öèë³íäðîâ³ ôóíêö³¿  
â åëåìåíòàðíîìó âèêëàäåíí³ ç ïðîãðàìàìè îá÷èñëåííÿ

×Ï Èçäàòåëüñòâî «Íîâîå ñëîâî», Õàðüêîâ
Ðåäàêòîð âûïóñêà: Àíòîí Àíàòîëüåâè÷ Êàôòàíîâ

Äèçàéí îáëîæêè è êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà: Þ.Â. Êàôòàíîâà
Äëÿ ïèñåì: Êàôòàíîâà Þ.Â., à/ÿ 10911, Õàðüêîâ, 61003, Óêðàèíà

Íàøè ýëåêòðîííûå àäðåñà: www.ois.org.ua, www.mat.net.ua
E-mail: webois@bk.ru, korum68@bk.ru

Ïå÷àòü îáëîæêè: òèïîãðàôèÿ «Ïëàíåòà Ïðèíò»
Ñäàíî â íàáîð 28.08.2007. Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 05.01.2009. 
Ôîðìàò 84õ1181/32. Áóìàãà îôñåòíàÿ. Ïå÷àòü ëàçåðíàÿ.

Ãàðíèòóðà “Ukrainian Journal”. Óñë. àâò. ë. 7,16.
Òèðàæ 500 ýêç.

Ëþáîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëîâ íàñòîÿùåé êíèãè ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî ñ 
îáÿçàòåëüíîé ññûëêîé íà àâòîðà òåêñòà è íàñòîÿùåå íàó÷íî-ïîïóëÿðíîå èçäàíèå. 

© Àâòîðñêèé àäàïòèðîâàííûé ïåðåâîä èçäàíèÿ íà óêðàèíñêèé ÿçûê, 2009.

ISBN 978-966-2046-62-5




